Cwiczenie 1

a) an — 2”

a9 = 512, a10 = 1024
b) an = (3)"

a9 = g3, @10 = Jp37
c) an = (—1)"
ag=—1,a10=1

d) a, = iyt

ag = %, aio = —%

4.1. Pojecie ciagu

Przypomnijmy, ze liczby tréjkatne (nazwe wyjasnia ponizszy rysunek) sa ko-
lejno réwne: 1, 3, 6, 10, 15, ... %)
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Moéwimy, ze liczby tréjkatne tworza cigg. Ciag jest okreslony, jesli kolejnym
liczbom naturalnym dodatnim przyporzadkowano wartosci: aq, as, as, .. ., kto-
re nazywamy wyrazami ciagu.

Przykiad 1

W ciggu: 1, 4, 9, 16, ... wyrazy sa kwadratami kolejnych liczb naturalnych
dodatnich. Na przyklad wyraz ag = 9% = 81, ajo = 10 = 100. Ogélnie, n-ty
wyraz ciagu ma postaé: a, = n>.

Cwiczenie 1

Odgadnij regule, wedlug ktorej mogly powsta¢ wyrazy danego ciaggu, i podaj
wyraz ag oraz wyraz ajg tego ciaggu.

)2 4, 8, 16, 32, 64, ... OIS G (P, A% SR 5 TR T T
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b) 3, 1 & 16 3> B - d) 1, -3, 5 —5 5 —8& T

DEFINICJA

Ciggiem nieskonczonym nazywamy funkcje, ktérej dziedzina jest zbior
liczb naturalnych dodatnich.

Uwaga. Zamiast ,cigg nieskonczony” bedziemy pisaé¢ krotko ,ciag”.

Kiedy méwimy o ciagach, uzywamy zwykle innych oznaczen niz do opisu funk-
cji. I tak ciag a: Ny — R oznaczamy (a,). Kolejne wartosci funkcji a, czyli

wyrazy ciagu: a(1), a(2), a(3), ..., oz- Y

naczamy odpowiednio: ay,as, as, ... ;

Przykiad 2 -

Na rysunku obok przedstawiono wy- -

kres ciggu odwrotnosci kolejnych liczb ’

naturalnych dodatnich: % % % %. 88 ol 1. 23 4886 % 8 8 10X



Cwiczenie 2

Na rysunku A przedstawiono wykres
ciagu kolejnych liczb parzystych: 2, 4,
6, 8, 10, ..., a na rysunku B wykres
ciagu stalego o wszystkich wyrazach
réwnych 3. Podaj wyraz pietnasty oraz
setny kazdego z tych ciagow.

Cwiczenie 3
Naszkicuj wykres ciagu:

a) o wyrazach:

2
b) naprzemiennego: 2, —2, 2, =2, 2, =2,
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c¢) odwrotnosci kolejnych poteg liczby 2: %, %, %, 1—16,

Y

as ) : . ,

ay Crzasami, zamiast rysowa¢ wykres
ay ciggu w ukladzie wspoélrzednych (ry-
a2 sunek obok), wyrazy ciagu mozna za-
a znacza¢ na osi liczbowej (rysunek po-

1t nizej).

0 1 2 3 4 5X 0 a1 dy 'ay agas

Cwiczenie 2

A: a, = 2n, a5 = 30,

aioo = 200
B:a,,=3,a15=3,a100=3

Cwiczenie 3
a) Y
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4.2. Sposoby okreslania ciagu

Ciag mozna opisa¢ stownie, podajac warunki, jakie spelniaja jego wyrazy.

Przykiad 1

a) Ciag kolejnych cyfr wystepujacych w rozwinieciu dziesietnym liczby .
Jest tociag: 3,1,4,1,5,9,2,6,5,3,5,8,9, ...

b) Ciag kolejnych liczb pierwszych wigkszych od 30.

Jest to ciag: 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, ...

Cwiczenie 1
Wypisz siedem poczatkowych wyrazéw ciggu:
a) kolejnych liczb naturalnych, ktérych pierwiastek jest liczba niewymierna,

b) kolejnych liczb pierwszych wigkszych od 10.

Jednym ze sposobow okreslenia ciggu jest podanie wzoru na n-ty wyraz ciagu
— wzor ten nazywamy wzorem ogolnym ciggu.

Przykiad 2
a) Oblicz cztery poczatkowe wyrazy ciggu o wzorze ogélnym: a, = 4.

Po podstawieniu za n kolejno liczb: 1, 2, 3, 4, otrzymujemy:

2 3 _3
G1=r =% @@=y =37 W=~y MW=y =1 77

b) Oblicz dziesi¢é poczatkowych wyrazéw ciagu o wzorze ogélnym: a,, = 1— %

Po podstawieniu za n kolejno liczb: 1, 2, ..., 10, otrzymujemy:

Cwiczenie 2

Oblicz cztery poczatkowe wyrazy ciagu (a,) oraz wyraz ajo.
n2-1 -3

n2+1 n(n+2)

2

d) a, =n*—n?

c) a, =

Cwiczenie 3
Oblicz nastepujace wyrazy ciagu (ay,): a1, as, as, ag i ayp.

_ n+l1 n _ n n__l
a) a, = (=1)"*'.2 ) ap = (=1)"- n+l
b) a, = (—1)" - 2n+1 d) a, = (~1)»1. 221

2n+1



Cwiczenie 1
a) 2,35 6,7, 8,10
b) 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31

Przykiad 4

Cwiczenie 2

o

a)anzé,azzg,asz
1

b

g

— 16 =
a4 = 7§, Q10 =

-
-

b)alzo,aﬂ:%saﬂl:%’

— 1B — 99
a4 = 17, Q10 = 57
3
c)ai=-1a2=—3,
1
a0 = —735
d)01=0,02:4,03:18,
as = 48, a0 = 900

Cwiczenie 3

a) a) = 2, as = —4, as = 8, ag = —16, ayjp = —1024
b) a1 = —4, a2 = 8, az = —16, a4 = 32, a10 = 2048
c) al=0902=%103=_%sa4=%,a10:%

1
— 1, _ 38 ., _8 o _ _1 __19
dai=3,6=—-3,a6=73a=—3,a640= 3

Ktére wyrazy ciagu okreslonego za pomoca wzoru a,, = 25—n? sa réwne zeru?

25—n?=0,gdyn=-5lubn=>5

Z zalozenia n € N, zatem jedynym wyrazem ciagu (a,,) réwnym zeru jest as.

Cwiczenie 6

Ktére wyrazy ciagu (a,) sa réwne zeru? Ktére wyrazy tego ciagu sa dodatnie?

a) a, =12 —-3n

Cwiczenie 6

b) a, =14 —3n

a)ay =0,a, >0dlane {1,2,3}
b) Nie ma wyrazéw réwnych zeru.

an >0dlan e {1,2,3,4}

c)az=0,an>0dlan>3ineN

d) Nie ma wyrazéw réwnych zeru.
a, >0dlan € {1,2,3,4,5,6}

c)a, =n%—-4

d) a,, = 40 — n?



ZADANIA Odpowiedzi do zadan

1.

Oblicz pigé poczatkowych wyrazéw ciagu (ay). 1.a) 2, 6,10, 14, 18
_ _ (_1)1'1 _ {_1)ﬂ+l b) 2, 2, 0, —4., —10
a) an =4n —2 d) an =" g) an = n(n+1) 1,25, 12,27
b) a = 3n — n? e) a —9_ (D" h) a — n[I+(=1)"] d) - ’21_51%*—%
" " n " 2 €32 111
. L] 2“ 348
¢) ap=2"—n f) an=(-1)"""+n i) a, =n?+(-n)"! £) 21, 4 3,6
1 1 1
Dopasu) wzor ogélny ciagu do podanych kilku jego wyrazéow poczatko- 8) 3~ 13 "3 B
wych h) 0, 2,0, 4, 0
A2 468 10 Cc 24 6 8 10 i) 2, 2, 18, —48, 650
13579 Ve sy 2.A-TLB-1I,C -1V,
B. 4 44 4,4,—4,4,... D.T,z,—g,ﬁ,%,... D-1
_ n+l _ 2n
L a, = Il a, = 2n—1
n _ 2n
IL a, = (-1)"*" -4 V-t = Gty
Wypisz szes¢ poczatkowych wyrazéw ciagu (ay,). 3.a)1,4,1,3, 1,
2n  dla n nieparzystych b) 0, 4, 0, 16, 0, 64

1

1 dla n nieparzystych
a) an = { — dla n parzystych {

c) 226 310, ¢
d) 3,4, 1,16, 1,36

b) a, = { 0 dla n nieparzystych d) a,={7 +2 dla n nieparzystych
2" dla n parzystych dla n parzystych
Ktére wyrazy ciagu (a,) sa réwne zeru? 4. a) as b) as c) as, a4
n2—4n+3 d) a1, as e) ag, ar f) as

a)an=%n2—18 d)ﬂn=n—+l

_ n?-4n — (m2 2
b) a, = e e) a, = (n° —49)(n° — 6n)

9 _ n®—4n?+4n
c) a, =n"—6n+8 f) Un = — 53—
Ktére wyrazy ciagu (a,) sa dodatnie? 5. a) a1, a2, a3, a4
a) a, =-2n+9 b) a, = 10 — n? c) a, =n?+43n-10 b) a1, a2, a3

. . c)apdlak>3
Ktére wyrazy ciagu (a,) sa ujemne?
3n -9 2_12 2 ipgp10 O onamon a0

a) an, = 3n — c) a, =n*— e) an =n”—1ln+ b) ax dla k > 3
b) a, =-2n+5 d) a, =n? —5n f) a, =3n%—10n+8 ¢) a1, aa, as

Uzasadnij, ze wykresy ciagéw (a,) i (b,) nie maja punktéw wspoélnych. d) a1, a2, as, a4

a) an=2n2—n+9, b, =6-8n b) ap = 4nd, b, =dn2—n € %@
f) Nie ma takich wyrazoéw.

7.a) @n =b,, gdy 20> —n+9=6-28n
M2+ Tm+3=0
ﬂ:—3€N+ lubn = —%¢N+
Zatem réwnanie a, = b, nie ma rozwigzan w zbiorze N, czyli wykresy ciggéw (a,)
i (b,) nie majg punktéw wspdlnych.
b) an = by, gdy 4n* =4n? —n
n2n—1)2=0
n=0¢N,lubn=1¢N,
Zatem réwnanie a, = b, nie ma rozwigzan w zbiorze N4, czyli wykresy ciggéw (an)
i (bn) nie maja punktéw wspdlnych.



8. Przeczytaj podany w ramce przyklad.

2a +b=2

8. a) at
6a+b=0
a=—%,b=3

b) Wykres ciggu zawiera
sie w prostej y = —%m + b,
ktora jest wykresem funk-
cji malejacej. Zatem

ay = 3 oraz 3 = —3 + b,
skadb=1lian =—3n+1

c) Wykres ciagu zawiera

si¢ w prostej y = —3x + b
ias =T, wigc 7=—-2+b.
Zatem a,, = —§n+ 0.

9.a)an=1+%€C,gdyn
jest dzielnikiem liczby 4.
a1 =5 a3=3,a4=2
b)a,.:%—lGC,gdyn
jest dzielnikiem liczby 6.

0.1:35,0.2:8,(13:3, 9
as =0
10. a) a, = —(—2)"

b) an = @y
¢)a,=(-1)""1.2

10.

Przykiad
Wykres ciagu (a,,) jest zawarty w wykresie funkcji \ y
liniowej przedstawionym na rysunku obok. Wy-
znacz wzor ogoélny tego ciagu.
Punkty (1,4) i (3,0) naleza do wykresu funkcji
liniowej y = ax + b. Rozwigzujemy uklad réwnan:
4=a+b

{ 0=3a+b "
iotrzymujemy a = —21b = 6. Zatem y = —2x+6,
czyli wzér ogdlny ciagu ma postaé a,, = —2n + 6. o] 1 A

Wykres ciagu (a,,) jest zawarty w proste] k. Wyznacz wzor ogdlny tego

ciagu.

a) Prosta k przechodzi przez punkty (2,2) i (6,0).

b) Prosta k jest réwnolegla do prostej y = —%1‘ + 4 oraz najwi¢kszy wyraz

tego ciagu jest réwny %

c) Prosta k jest prostopadla do prostej y = 3z oraz ag = 7.

a) an = ——

Zaproponuj wzor ogolny ciagu.
a) 2,—4,8,-16,32, ...

. Wyznacz wyrazy ciagu (a,,), ktére sa liczbami calkowitymi.

_ 36—n?
n2

b) a,

d) 2,v3, V4, V5,76, ...

Qe = Yo by L L L 1 1 o 14 1 101
e) an = 25 13° 35 57 700 0117 611> 16> 210 26> -~
n 1 1 1
f) anzl_"'é.;_:)_ C) 2,—2,2,—2,2,... f) 0’5’0’8_1‘0’@""
Powtorzenie
1.a)a; =5,a2=3,a3 =1,
POWTORZENIE as =—1
o - b)01:0,02:2,(13:6,
1. Oblicz cztery poczatkowe wyrazy ciagu (a,). i
a2 _1\n
a)a,=7-2n c) i, o BT e) an=( 1) ¢) a3 =2, ap =21,
o n+2 a3 =31, a1 =41
n—3 3 1
b) a, =n*—n d) &= i3 f) an:(_l)n-*-l':%" d)al=—%,al2=—é,
as =0, ag = =
2. Ktére wyrazy ciagu (a,) sa réwne zeru? . 72 1
.3 =A==
8.) a'n:%n—% C) an=n2—8n+15 e) an=27nn 03——3,04:%
f) a; = = as = ==
z__ e 31 9
b) @, =2n +8 d)ap=n2+2n—8 f) a, = -DO-n") a3=%, aa=—2

2. a) a2
b) Nie ma takich wyrazéow.
c) as, as
d) az
e) as

f) a2, aa

n+6



4.3. Ciagi monotoniczne

Przykiad 1

Kolejne wyrazy ciaggu o wzorze ogélnym a,, = & (wy- Y

kres obok) to: %, %, %, %, g, g, %, ... Kazdy wyraz ? _

tego ciggu (oprécz pierwszego) jest wigkszy od wy-

razu poprzedniego, zatem ciag (a,,) jest rosnacy. O 123456 7X

DEFINICJA

Ciag (a,) nazywamy ciggiem rosnacym, jezeli dla kazdej liczby n € N
spelniona jest nieréwnosé a, 1 > a, (czyli ap+1 —a, > 0).

Przykiad 2

Kolejne wyrazy ciagu o wzorze ogélnym a,, = % (wy- ¥

kres obok) to: %, %, %, %., %, %, %, ... Kazdy wyraz ?

tego ciagu (oprocz pierwszego) jest mniejszy od wy- % T

razu poprzedniego, zatem ciag (a,) jest malejacy. © 2 345 6 TX

DEFINICJA

Ciag (a,) nazywamy ciagiem malejacym, jezeli dla kazdej liczby n € N
spelniona jest nier6wnoéé a,4+1 < a, (czyli an4+1 — a, <0).

Cwiczenie 1
Podaj przyklad ciggu:
a) malejacego, o wszystkich wyrazach wigkszych od 10,

b) rosnacego, o wszystkich wyrazach ujemnych.

Przykiad 3
Uzasadnij, ze ciag a,, = (—1)" % (wykres obok)
nie jest monotoniczny.

1
p s

. . 1 l 1 O ] 4 ! Xh
Kolejne wyrazy ciagu (a,) to: -1, 5, —3, 7,
—%, %, ... Aby stwierdzi¢, ze ten ciag nie jest
monotoniczny, wystarczy zauwazy¢, ze na przyklad drugi wyraz jest wickszy
od pierwszego (a2 > ap), natomiast trzeci wyraz jest mniejszy od drugiego

(ag < ag).

Cwiczenie 1
Przykladowsa odpowiedz:
a) a, = 10+ %

b) an:—%



Cwiczenie 2

a) az < aga, ale az > a4,

wigc ten cigg nie jest monoto-
niczny.

b) a1 > a2, ale a4 < as,

wige ten cigg nie jest monoto-
niczny.

Cwiczenie 3

a)a; =4,a2=1,a3 =0,
ag = 1, as — 4

Nie jest monotoniczny.

b) (1123, 02:4,03‘:3,
ay = 0, as = -5

Nie jest monotoniczny.

c) ay =—1,as =5,

as = —7, ag = —7, as — -5
Nie jest monotoniczny.

Cwiczenie 4

a) @n41 =3n+10

b) @any1 = —6n—2

€) Gnt1 = n’+2n

d) a1 =202 +3n+1

— mn+1
€) Gni1 =303

— =2n-2
f) ani1 = 5555

— n—2
g) Oni1 = n24+2n+2

n2+2n

h) Gni1 = 2n-3

Cwiczenie 2
Uzasadnij, ze podany cigg nie jest monotoniczny.

i8G5 198 By -1 —1L. & 51

1.-%-3.3l

5y -

Cwiczenie 3

Oblicz pigé¢ poczatkowych wyrazéw ciagu (a,). Czy jest to ciag monotoniczny?
a) a, = (n— 3)2 b) a, = —n?+4n c) a,=n2-—Tn+5
Aby wykazaé, ze ciag (a,) jest monotoniczny, nie wystarczy obliczenie kilku

jego poczatkowych wyrazéw. Nalezy zbadaé¢ znak réznicy a, .1 — a, dla do-
wolnego n € N,.

Przykiad 4
a) Dany jest ciag o wzorze ogélnym a,, = n2—4'_‘3 Wyznacz wyraz a,, 1.
Aniq = 2(n+1) _ 2n+2 WYraz an4i1 otrzymujemy, wstawiajac

© (n+1)+3 n+4

b) Dany jest ciag o wzorze ogélnym a,, = n? — 5n. Wyznacz wyraz @yl

n + 1 w miejsce n

o1 =Mm+1)2-5n+1)=n?+2n+1-5n—-5=n2_3n—14

Cwiczenie 4
Wyznacz wyraz a, 4 ciagu (a,).

a) a, =3n+7 ¢ a,=n>-1 e a,= 2an'_1 g) a, = :2;_31

- 9,2 _ —2n n2-1
b) a, =4 —6n d) a,=2n*"-n f) a, e h) a, S
Przykiad 5

Wykaz, ze ciag a, = n? + 4n jest rosnacy.
np1=Mm+1)2+4(n+1)=n’+2n+1+4n+4=
=n?4+6n+5

wyznaczamy wWyraz an41

Wyznaczamy réznice a,+1 — ayn:
Gnt1 —8p=(M2+6n+5)—(n24+4n)=2n+5

Zauwazmy, ze a,:+1 — a, > 0 dla kazdej liczby naturalnej n > 1, zatem ciag
(a,) jest ciagiem rosnacym.

Cwiczenie 5
Wykaz, ze ciag (a, ) jest rosnacy.

a) a, =2n-10 2

b)an=%n+2 c)an=%n2—6 d)a,=n°-—n

Cwiczenie 5
a) Any1 = 2n — 8,
Qnt1 — @n = 2 > 0dla n € Ny, zatem ciagg (a,) jest ciaggiem rosngcym.

b) Any1 = %n =+ 2%1

Gny1— Qp = % > 0 dla n € N, zatem ciag (a.) jest ciagiem rosngcym.

¢) an+1 = 3n° +n— 5%,
Gn+1 — @Gn =n+ 3 > 0dlan € Ny, zatem ciag (an) jest ciggiem rosnagcym.

d) ans1 = T n,
Gn+1 — @n = 2n > 0 dla n € N4, zatem ciag (a,) jest ciggiem rosngcym.



Cwiczenie 6
Wykaz, ze ciag (a,) jest malejacy.

b)an=%—4n 2

a) a, =—-3n+8 c)a,=—-4n’+5 d)a,=2n-n

Ciggami monotonicznymi, oprocz ciggéw rosnacych i ciggéw malejacych, sa
ciagi stale, ciagi niemalejace i ciagi nierosnace.

DEFINICJA

~

Ciag (a,) nazywamy ciggiem stalym, jezeli wszystkie wyrazy tego ciagu
sg réwne.

Ciag (a,) nazywamy ciagiem niemalejacym, jesli dla kazdej liczby n € N
spelniona jest nier6wnosé a, 1 = a, (czyli a,+1 —a, = 0).

Ciag (a,) nazywamy ciggiem nierosnacym, jesli dla kazdej liczby n € N
spelniona jest nieréwnosé a,+1 < a, (czyli a,+1 —a, <0).

\

Uwaga. Kazdy ciag rosnacy jest ciagiem niemalejacym, a kazdy ciag malejacy jest
ciggiem nierosnacym.

Cwiczenie 7
Jakie liczby mozna wstawié w miejsce [?], aby otrzymaé ciag niemalejacy?

a) 1,2, 3,4,[7,7 4, 5,6, ... b) 1,3, [H 2, H 3,33, ...

Cwiczenie 8
Wypisz osiem poczatkowych wyrazéw dowolnego nierosnacego ciagu (a,), dla
ktoérego:

a) dg—iay =2, a5 =1, b) ay = ag = -1, a7 = -2.
ZADANIA
1. Wyznacz wyraz a,4; ciggu o podanym wzorze ogélnym.
a) a, =n?—1 c) a, = 3+Tn e) a, = g::i g) a, = 22':::(3
b) a, =2n-n%2 d)a, = n2—_:_15 f) a, = 2;3151 h) a, = 3;22:{;)

2. Wykaz, ze ciag (a,) jest monotoniczny.
d) a, =1-n?
e) a, =3 — 2n?

f) a, =n?—-2n

g) an = (n+3)2
h) a, =n(%—n)

i) a,=4—n?+2n

a) a, =5-—2n
b) an=%n—9

c) a, =4n? -9

2. ¢) @n+1 — an = 8n+4 > 0 dla n € N4, zatem ciag (an) jest ciagiem rosngcym.
d) @n41 —an = —2n—1< 0dlan € N4, zatem cigg (a.) jest ciggiem malejacym.
€) @ny1 — @n = —4n — 2 < 0 dla kazdej n € N, zatem cigg (a,) jest ciagiem
malejacym.
f) @nt1 —an =2n— 1> 0dla n € N4, zatem cigg (a.) jest ciagiem rosngcym.
g) @, = (n+3)® < (n+4)> = any1 dla n € Ny, zatem ciag (a,) jest ciagiem
rosngcym.
h) a,41 —an = —2n— < 0dlan € N, zatem ciag (a,) jest ciagiem malejacym.
i) @n41 —an =—-2n+1<0dlan e N4, zatem cigg (a.) jest ciggiem malejacym.

Cwiczenie 6

a) Gny1 = —3n+5,

an+1 —an =—3 < 0dla

n € N4, zatem ciag (a,) jest
ciggiem malejacym.

b) @nt1 = —4n— 33,

Qni1 —a, =—4 < 0dla

n € N, zatem ciagg (a,) jest
ciggiem malejacym.

€) Gny1 = —4n? —8n+1,
Qni1 —@n =—8n—4 < 0dla
n € N, zatem ciag (a,) jest
ciggiem malejacym.

d) Any1 = —ﬂ2 = 1,

Qni1 —ap, = 1—2n < 0 dla
n € N, zatem ciag (a,) jest
ciggiem malejacym.

Cwiczenie 7

a) 4, 4

b) a3 € (3;2), as € (2;3),
as € (2;3) ias < as
Cwiczenie 8

Przykladowa odpowiedz:
222221111
b)2,2,2 -1,-1,—-1,—-2,-2

Odpowiedzi do zadan

1.a)n?+2n b) —n?2+1
c) n+4 d) 2n+42

n+1 n+6
3n-1 —3n-1
e) 2n+3 f) 4n—1
2n244n+8 —2n2_4n42
8 T b) e

2. a) @ny1 —a, = —2<0dla
n € Nj, zatem ciag (a.)
jest ciaggiem malejacym.

b) ans1 — an =é>0dla
n € Ny, zatem ciag (an)
jest ciggiem rosngcym.



3. a) 1! _%5 %1 _%! %;
a; > ag, ale as < as
b) 5, 3L, 4%, 3%, 4%;
ay > as, ale as < as
c)3,2,1,0,1;
as > a4, ale ag < as
d) 3,0, 5, 12, 21;
ay > as, ale as < as
e) 0, —1,0, 3, 8§
a1 > az, ale a2 < aa
f) 7, 12, 15, 16, 15;
a3 < a4, ale a4 > as

. a) malejacy b) staly

¢) rosnacy

.a)k<lb)k>1c)k=1

.a)k>%

b) k € (—o0; —1) U (1;00)

¢) ke (—V3;V3)

. a) Qn41 — Ap =

- -3

= wanery <0

dla n € N4, zatem ciag
(an) jest malejacy.

b) Qnyl — Qn =

i 6

= me >0

dla n € N4, zatem ciag
(an) jest rosnacy.

€) Guil —Gn =

= ey <0

dla n € N, zatem ciag
(an) jest malejacy.

d) Qn4yl1 —An =

_ -5
= Gni)@nts) < 0

dla n € N, zatem ciag
(an) jest malejacy.

3.

Oblicz pie¢ poczatkowych wyrazéw ciagu (a,). Uzasadnij, ze ten ciag nie
jest monotoniczny.

_ (_1)n+l . .
a) Ap = "— 35— c) ap =|n —4] e) a, =(n—1)(n-3)

b)an=4—% d) a, = |n? — 4] 2

f) a, =8n—n

4. Wykres ciagu (a,) jest zawarty w prostej przedstawionej na rysunku.
Okresl monotonicznosc tego ciagu.
a) Y ¢ b) Y C) Y
9] X o X 0 X
5. Wykres ciggu (a,) jest zawarty w prostej y = (k— 1)z. Dla jakich wartosci
parametru k ciag (a,) jest: a) malejacy, b) rosnacy, c) staly?
6. Dla jakich wartoéci parametru k ciag (a,) jest rosnacy?
a) a, =(2k—3)n—-6 b) a, = (k2 —1)n+4 ¢) a, = (3—k%)n
7. Wykaz, ze ciag (a,) jest monotoniczny.
_1-mn __ 3n _.n _ 3n+2
a) an =143 Dlan=033 Ota=g7 da=3H
POWTORZENIE
1. Podaj przyklad ciggu:
a) malejacego, o wszystkich wyrazach wigkszych od 100,
b) rosnacego, o wszystkich wyrazach mniejszych od %
2. Oblicz pig¢ poczatkowych wyrazéw ciagu (a,). Uzasadnij, ze ciag ten nie
jest monotoniczny.
a) a, = (2—n)? b) a, = n? —6n c) a, =14 5n—n?
3. Wyznacz wyraz a, 4 ciagu (a,).
a) a, =3n+4 c) a,=n?—4n e) an=nT—1
_ __ 3n-3 __ 2n—4
b) a, =2 —5n d) a, = = f) a, = Inio
4. Okredl monotonicznoéé ciagu (ay,).

a) a, =4n—2 b)a,=-n+7 c) a,=n?—-8

Powtorzenie

1.

2.

3.a)an+1=3n+7

Przykladowa odpowiedz: b) Gns1 = —5n—3
1 1 1 _ 1
a) 1011, 10(:5,11005, 1003,1. e ,la,. =100 + - €) ns1=n2—2n—3
b)_§107€921-.-,an=§—; d)an-f»l:"s__:?
a) 1,0,1,4,9; a; > as, ale az < ag €) Gny1 = 22y

b) —5, —8, —9, —8, —5; a2 > aa, ale a3 < a4
c) 5,7, 7,3, 1; as > ay, ale az < a4

2
f) an+1 = 353

4. a), c) ciag rosnacy
b) ciag malejacy



4.4. Ciag arytmetyczny (1)
DEFINICJA

Ciag liczbowy (a,,) nazywamy ciagiem arytmetycznym, jezeli istnieje taka
liczba r, ze kazdy wyraz ciagu, oprocz pierwszego, powstaje przez dodanie
tej liczby do wyrazu poprzedniego:

Apyl1 =Qp +7T
dla kazdego n € N,. Liczbg¢ r nazywamy réznica ciagu.

"

Wzér ogélny ciagu arytmetycznego (a,,) o pierwszym wyrazie a; i réznicy r

ma postaé:
P ap, =a1+ (n—1)r

o

Jesli znamy pierwszy wyraz ciaggu arytmetycznego i jego roznice, to korzysta-
jac z powyzszego wzoru, mozemy obliczy¢ dowolny wyraz tego ciagu.

Przykiad 3
Oblicz trzydziesty wyraz ciggu arytmetycznego: 1,11,21,31,41, ...

Jest to ciag o pierwszym wyrazie a; = 1 1 réznicy r = as — a; = 11 — 1 = 10,
stad azp =a1 +29-r=1+29-10 = 291.



Cwiczenie 3
a)a,=2+(n—-1)-2=2n,
02():40
b)a, =4+ (n—-1)-3
=in+3% axn =133
€da.=3+(n-1)-(-1)=
=-n+4, axp =—16

Cwiczenie 4
a) r = —6, malejacy,
a, =—6n+15

b)r = %, rosnacy, a, = %n+1
c) r =0, staly, a, =2

Cwiczenie 5
a)k=5
b) k = 12

¢)k=—1lubk=3

Cwiczenie 6

Cwiczenie 3
Podaj wzor ogdélny ciagu arytmetycznego. Oblicz dwudziesty wyraz tego ciaggu.
a) 2,4,6,8,10, ... b) 4,43,5,51.6, ... azin-—1.-% . .

Ciag arytmetyczny (a,) o réznicy r jest:
rosngcy, gdy r > 0; malejacy, gdy r < 0; staly, gdy r = 0.

Cwiczenie 4
Oblicz réznice ciagu arytmetycznego i okresl jego monotonicznoéé. Wyznacz
wzOr na n-ty wyraz tego ciggu.

29,388 —15. 20 g 2922 ..

Cwiczenie 5

Dla jakiej wartosci parametru k liczby:
ai, as, ag sa kolejnymi wyrazami ciagu
arytmetycznego (a,)?
a)ay=3,a0=k+1,a3=3k—-6

b) ay =2k, a2 =k +3, a3 = 3k

Liczby: aq, a2, as sa kolejnymi
wyrazami ciggu arytmetycznego,
gdy:

as —a; =asg — ay

c) a; =1,a3 =k? a3 = k% + 2k + 2

Dane sa wyrazy: a1, a9, ag ciagu arytmetycznego (a,). Wyznacz wyrazy a4
1 a5. Okresl monotonicznosé tego ciggu w zaleznosci od parametru m.

a)ay=4,a0=m+6,a3=2m+8

b) a; = %m, aa =m-3,a3 = %m—6 d) a; =m

Cwiczenie 6

2

c) aj=1,ay=m? a3 =2m? -1

2 2

,aa=m,a3=2m—m

a)r=m+2, a4 =3m+ 10, as = 4m + 12,
rosngcy dla m > —2, malejacy dla m < —2, staly dla m = -2

b)r=1m-3,a1=2m -9, a5 = 3m — 12,

2

rosnacy dla m > 6, malejacy dla m < 6, staly dla m = 6

c) r=m?—-1,a1=3m2>-2 a5 =4m? - 3,

rosngey dla m € (—oo; —1) U (1;00), malejacy dla m € (—1;1), staly dla m € {—1,1}
d)r:m—mz, as = 3m — 2m?, as = 4m — 3m?,

rosnacy dla m € (0;1), malejacy dla m € (—o0;0) U (1; o0), staly dla m € {0, 1}



Srednia arytmetyczna

Przykiad 4

Wstaw mie¢dzy liczby a 1 b trzecia liczbe tak, aby

otrzymac ciag arytmetyczny.

Oznaczmy szukana liczbe przez x. Wéwczas:
r—a=b-=zx

__a+b
=

Szukana liczba jest wigc Srednia arytmetyczna
liczb a 1 b. Otrzymujemy zatem ciag: a, “—'2&, b.

/S

Dhlugos¢ odcinka laczacego
srodki ramion trapezu jest
srednia arytmetyczng dlugo-
sci jego podstaw.

W ciagu arytmetycznym (a,,) kazdy wyraz, oprécz pierwszego, jest srednia

arytmetyczng wyrazow sasiednich:

an=wdhn>2

Cwiczenie 7
Wykaz powyzsze twierdzenie.

Cwiczenie 8

Oblicz z, jedli podane liczby tworza ciag arytmetyczny.

a)9, =z 37 b) 4, z, -8

ZADANIA

c) %’ *3 3

1

1. Oblicz n-ty wyraz ciagu arytmetycznego (a,, ). Okresl monotonicznosé tego

ciagu.
a)a1=-5r=3,n=14
b)ay=4,r=—-4,n=11

c)ar=1,r=
d)aij=-2,r=01,n=35

1,n=20

2. Oblicz réznice i podaj wzér ogdlny ciagu arytmetycznego (a,,).

a) a; =6, a3 =20
b) a1=—4,a4=5

3. Wyznacz liczby:

c) a; =9, a6=6%
d) a = 13, ayjg = -23

a) a, b tak, aby liczby: 1, a, b, 10 tworzyly ciag arytmetyczny,
b) a, b, c tak, aby liczby: 2,a,b, ¢, 100 tworzyly ciag arytmetyczny.

4. Wstaw miedzy liczby 11 25:

a) piec liczb tak, aby otrzymacé ciag arytmetyczny,

b) siedem liczb tak, aby otrzymaé ciag arytmetyczny.

4. a) 5,9, 13,17, 21
b) 4, 7, 10, 13, 16, 19, 22

EA R R
b) 2, 8, 11, 14
e —1,-3 -5 -9
d) —61,-31.-9.1

Cwiczenie 7
a,=a1+(n—1)r=
—a1+nr—r= 2a1+22nr—2r —

— aj4nrtaj4nr-2r __

= > —

_ aj4nrt+ai+(n-2)r __

== 5 —
+an_

= a"+120" dlan>2

Cwiczenie 8
a)r=23 b)z=-2
c)r= %

Odpowiedzi do zadan

1. a) a14 = 34, cigg rosnacy
b) ayy = —36, ciq,g
malejacy
¢) azo = 10,5, ciag rosnacy
d) ass = 1,4, ciag rosnacy

2ar=7Ta,=Tm—-1
b)r=3,a,=3n—-17
ogr=—%1a,=93—1in
d)r=-4a,=17—4n

a)r=3a—4b—7
b) I sposéb
as = ay +4r
100 = 2+4r, czylir = 24,5
Zatem:

a=265
b=51
c="785
11 sposéb

(ze Sredniej arytmetycznej)
b= 2% =51

a=34N =268
c=5410 —755

6. Oblicz brakujace wyrazy ciagu arytmetycznego.
a) —3} -413 7 a 7
b) [7], 5, (7], [7], [7], 17

c) 21,21, 7], —7,[7], —11
d) ? _57 7 7 _%1



7. a) an = 44— 4n 7. Wyznacz wzér ogblny ciagu arytmetycznego (a,,).

b) a, = —103 + 3n ) ag = 20 ) as =4
a C

) an =23 +1n b0 = 4 an =8

da,=7—n

SR R
4.5. Ciag arytmetyczny (2)

Przykiad 1
Sprawdz, czy ciag a, = n%2 + n + 1 jest ciagiem arytmetycznym.
Obliczamy poczatkowe wyrazy "
tego ciagu:
ap=124+141=3
ap=224+2+1="7

a3 =324+3+1=13

' Aby sprawdzié, czy ciag jest aryt-
metyczny, nalezy zbadaé, czy réz-
nica miedzy kolejnymi wyrazami
tego ciggu jest stala.

Obliczamy réznice: as —a; = 7—3 = 4, a3 —ay = 13 — 7 = 6. Zatem
as — aj; # ag — ag, wigc nie jest to ciag arytmetyczny.

Przykiad 2
Sprawdz, czy ciag a, = (n — 2)® + 2 jest ciagiem arytmetycznym.

Trzy poczatkowe wyrazy tego ciagu to: a; = 1, ao = 2, ag = 3, zatem:
as —a; = ag — as = 1. Nie jest to jednak ciag arytmetyczny, gdyz a4 = 10
ia4—a37éa3—a2.

Cwiczenie 1
Czy ciag o podanych poczatkowych wyrazach jest arytmetyczny?
a) 2,4,6,8,12,14,16,18, ... b) 1,-3,-13,-3,-44, -5 -63, ...

Uwaga. Aby wykazaé, ze ciag jest arytmetyczny, nie wystarczy sprawdzi¢ roz-
nicy miedzy kilkoma poczatkowymi wyrazami tego ciggu.

Przykiad 3

Oblicz trzy poczatkowe wyrazy ciagu a, = % Wykaz, ze jest to ciag
arytmetyczny.

Obliczamy trzy poczatkowe wyrazy ciggu: a; = %, as = %, as = 1—21 Réznica

miedzy tymi wyrazami jest stala: as —a; = az —as = %
Aby wykazaé, ze ciag (a,) jest arytmetyczny, nalezy sprawdzié, czy réznica
a,+1 — a, jest stala dla dowolnej liczby n € N..

3(n+1)4+2 3n+2 3n+5 3n+42
An+1 — Qn = 2 — 2 — 2 "2

i
T

. - Pl e =1 3
Zatem jest to ciag arytmetyczny o roznicy r = 5



Cwiczenie 2
Wykaz, ze ciag (a,) jest ciagiem arytmetycznym.
a) a, =6n—2 b)an=2"—3’5 ¢) a, =V2n

Przykiad 4
Wyznacz wzor ogdlny ciggu arytmetycznego: —3, —1,1,
3,5, ... Naszkicuj wykres tego ciaggu i podaj rownanie

prostej, w ktorej si¢ on zawiera.
Obliczamy réznice ciagu: r = —1 — (=3) = 2. Wyzna-
czamy wzor ogélny:
a,=a;+(n-1)r=-3+(n-1)-2=
=2n—05

Wykres ciagu zawiera si¢ wigc w prostej y = 2x — 5.

Cwiczenie 3

d) a, =13 - &n

-

Cwiczenie 2

a) Gny1 — Qn =
=6(n+1)—2—-6n+2=6
dla dowolnej liczby n € N,
zatem ciag jest arytmetyczny.
b) @ny1 — an =

zatem ciag jest arytmetyczny.
C) Gny1 — Qn =
=V2(n+1)—V2n=v2
dla dowolnej liczby n € Ny,
zatem ciag jest arytmetyczny.
d) any1 —a, =
=13—(n+1)—-13+%n =
1

= s
dla dowolnej liczby n € N,
zatem ciag jest arytmetyczny.

a) Wyznacz wzér ogélny ciagu arytmetycznego: 6,4,2,0,—2, ... Naszkicuj
wykres tego ciaggu 1 podaj réwnanie proste), w ktorej si¢ on zawiera.

Cwiczenie 3

b) Wykres ciagu arytmetycznego jest zawarty w prostej y = 3z — 2. Podaj 4, - _3 o, = —2n+38,

pie¢ poczatkowych wyrazow tego ciagu oraz jego wzor ogolny. y=-2r+8
b
ZADANIA
1. Na rysunku przedstawiono dwa punkty nalezace do wykresu ciaggu aryt-
metycznego (a,). Wyznacz wzér ogélny tego ciagu. Ktére wyrazy ciagu :
(a,) sa wicksze od zera? g
a) b) c)
Y Y Yt
t 1 1
b) an =3n—2,
o] 1 X O] i X O] | X |m=ha=4a=]
as =10, as =13
Odpowiedzi do zadan
1. a) a, = —2% + %—n,
2. Wyznacz réwnanie prostej, w ktérej zawiera si¢ wykres ciggu arytmetycz- an >0dlan>1
nego (a,) o réznicy r. Znajdz punkt, w ktérym ta prosta przecina o§ OX. :) ‘:():dsl)a_n22'4
Ktéry wyraz ciagu (a,) jest réwny 07 o) an =22 _\%n,

= = = = _1
a)a;=5r=2 b) ag =8,r = —3
2. a) y =2z + 3, P(—3,0). Nie ma takiego wyrazu.

b) y = — 1z + 10, P(30,0), azo =0
c)y=z—14, P(14,0), a14 =0

C) (110=—4,1"=1

a, >0dlan<11




. Dany jest ciag a, = (n —1)(n—2)(n— 3)(n —4)(n—5) +n.

a) Oblicz pi¢é¢ poczatkowych wyrazéw ciagu (a,,).
b) Uzasadnij, ze ciag (a,) nie jest ciagiem arytmetycznym.

. Sprawdz, czy ciag (a,) jest ciaggiem arytmetycznym.

a)an="T+2 b)an=:—;1 c) an=@

d) a, = %(n— 3)

. a) Dlugosci bokéw tréjkata prostokatnego tworza ciag arytmetyczny o roz-

nicy 3. Oblicz obwéd tego tréjkata.
b) Dlugosci bokéw tréjkata prostokatnego tworza ciag arytmetyczny. Ob-
licz dlugosci przyprostokatnych, jezeli przeciwprostokatna ma dlugosé 10.

. a) Wykaz, ze dlugosci bokéw tréjkata prostokatnego tworza ciag aryt-

metyczny wtedy 1 tylko wtedy, gdy tréjkat ten jest podobny do tréjkata

o bokach 3, 4, 5.

b) Dlugosci bokéw tréjkata prostokatnego tworza ciag arytmetyczny. Ob-

licz pole tego tréjkata, jesli jego obwdd jest réowny 18.

. a) Dana jest funkcja kwadratowa f(x) = 22 — 22+ 3. Wykaz, ze ciag (a,),

okreslony za pomoca wzoru a,, = f(n+ 1) — f(n), jest arytmetyczny.

b) Wykaz, ze dla dowolnej funkecji kwadratowej f(z) = az? + bx + ¢ ciag
(ay), okreslony za pomoca wzoru a,, = f(n+1)— f(n), jest arytmetyczny.

b) 13,5

POWTORZENIE

1.

1.a) ay =—3,a2 =1, az =5, jest

Oblicz trzy poczatkowe wyrazy ciagu (a,). Sprawdz, czy jest to ciag aryt-
metyczny.

g) a, = 311.71
h) a, =2" - 2n

a)a,=4n-7 c¢)a,=1-2n e) a,=n>-1
b)an=%n+3 d) a, =2 f) a, =8—n?

. Sprawdz, czy a3 — ag = ag — ay. Oblicz a4 1 uzasadnij, ze ciag (a, ) nie jest

arytmetyczny.

a) a, =n® —6n? + 1ln ¢) a, =n?-2"

b) a, = y/n -2

. a) Miary katéw tréjkata sa kolejnymi wyrazami ciggu arytmetycznego.

Najmniejszy z tych katow ma 40°. Oblicz miary pozostalych katéow tego
trojkata.

b) Miary katéw czworokata sa kolejnymi wyrazami ciagu arytmetycznego.
Najwickszy z tych katow ma 135°. Oblicz miary pozostalych katow tego
czworokata.

Powtorzenie

2.a)azs—az =ax—a; =0, ag = 12,
b) a1 =31, as =4, as = 41, jest a3 —a2#a,—a3=6
b)aa—a2=az—a1=1,a4=\a/§,
(13—0,2#(14—(13:{3/5—1
c)az—ax =az—ay =1, ag = 0,
0.3—0,23604—0.3:—1

3. a) 60°, 80°
b) 45°, 75°, 105°

c) ay =—1, as = —3, ag = -5, jest
d) a; = %, az=1,a3 = 1%, jest

e) a1 =0, ax = 3, as = 8, nie jest

f) a1 =7, a2 =0, as = —19, nie jest
g) a1 =1, as = 3, az = 9, nie jest
h) a; =0, az =0, ag = 2, nie jest

3.a)a; =1,a3 =2, a3 =3,
as=4,a5=5
b) ag = 5-4-3-2.1+6 = 126
as—as=1#a6—as=
= 121, zatem ciag nie jest
arytmetyczny.

4. a), c), d) jest b) nie jest
5.a)36 b)6,8

6. a) Niech a, a + 7, a + 2r
(a > 0, r > 0) — dlugosci
bokéw tréjkata.

Z twierdzenia Pitagorasa
mamy:
a@+@+r)?=(a+2r)?
Stad dlugosci bokéw tréj-
kata sa réwne a = 3r,
a+r=4r,a+ 2r = 5r.
Zatem trojkat ten jest po-
dobny do tréjkata o bokach
3, 4, 5.

-a) an = f(n+1) - f(n) =

=mn+12-2n+1)+
+3—(n?—2n+3)=2n-1
An+1 — Qn =
=2(n+1)—1-(2n—-1) =2
dla dowolnej liczby n € N4,
zatem cigg jest arytme-
tyczny.

b) f(n) =an® +bn+ ¢
fln+1)=
=a(n+1)2+b(n+1)+c=
=an’+n(2a+b)+a+b+ec
an = f(n+1) - f(n) =
=2an+a+b

any1 =2an+3a+b

An+1 — an = 2a dla dowol-
nej liczby n € N, zatem
ciagg jest arytmetyczny.



4.6. Suma poczatkowych wyrazéw
ciggu arytmetycznego

Sume n poczatkowych wyrazéw ciagu (a, ) oznaczamy symbolem S,,:
Sp,.=a1+as+az+---+a,
TWIERDZENIE

Suma n poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetycznego (a,) jest réwna
$redniej arytmetycznej wyrazéw pierwszego i ostatniego pomnozonej przez
liczbe wyrazéow:

a a
S, = %1tan

2

Przykiad 2

Oblicz sumy S5 i Sy ciagu arytmetycznego: 2,4,6,8,10,12, ...
Sy =2+4+6+8+10=2412.5-30
Ss=2+4+6+8+10+12+14+16=256.8="72

Cwiczenie 2
a) Oblicz wyraz ag, a nast¢pnie sume Sg ciagu arytmetycznego: 1,4,7,10, ...

b) Oblicz wyraz asg, a nast¢pnie sume Sag ciagu arytmetycznego: %, i %, e & s

Cwiczenie 2
a) ag =1+5-3=16, 5o = 1£16 .g =51

3419 .90 =105

b) ago =3 +19-3 =10, Sy =

TWIERDZENIE

Suma n poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetycznego (a,) o réznicy r

wyraza si¢ wzorem:
- 2a1+(n—1)r
= ——n

5 2

Cwiczenie 3 Cwiczenie 3
Sn = _al-;ﬂ" n=

_ aj+ai+(n-)r . o
— 3 [ (=

— 2a1+(n-1)r ¥

Uzasadnij podany powyzej wzor.

Przykiad 3
Oblicz sume So; ciaggu arytmetycznego: 3, 8,13, 18, ...

Pierwszy wyraz ciagu a; = 3, a réznica r = 5, zatem:

Sy =23+Q1-1):8 o) _ 641005 _53.91 = 1113

Cwiczenie 4 Cwiaenie2g a0s

a) Oblicz sume¢ S3; ciagu arytmetycznego: 3,7, 11, ... a) Sy = =557 -31=1053

b) Sy = HBH2CD 45
2

b) Oblicz sume¢ Sy3 ciagu arytmetycznego: —5,—8,—11, ... — “599

Przykiad 4
Wyznacz sume¢ wyrazéw ciagu arytmetycznego: 1 +4+7+ ...+ (3n— 2).

Podane skladniki sumy tworza ciag arytmetyczny o réznicy r = 3, pierwszym
wyrazie a; = 1 i wyrazie a,, = 3n — 2. Zatem dla dowolnego n € N.:

_ 14+(3n—2) _ 3n’-n
Sn=""73 =""3




Cwiczenie 7

a) a1 =7,an =51, r =4,

n =12, Si2 = 348
b)alzé, a,.:lOO,r:%,
n = 200, Sa00 = 10050

¢) a; = -5, a, = 31,
r=-2,n=14, Sy4 =—252
d)a; =-18,a, =18, r =3,
n= 13, 313 =0

Cwiczenie 8

a)a; =3,a, =98, r=5,
n = 20, Sy = 1010

b) Szukana suma:
S=4+10+...+94)+
+(5+11+...4+95)

a; =4, a, = %4, r =6,
n=16

b1 =5,bp,=95r=6,n=16
_ (4494).16 , (5495).16 _

§ =000 4 B0 =

— (98 + 100) - 8 = 1584

Odpowiedzi do zadan

1. a) a; = 0, ayn = 18,

S10 =90
b) a; = —4, ajp = 5,
Sio=>5

c) ay = 18, ayp = —36,
S10 = —90

2. a) 100 +101 + 102 + ...+
+199 = 1004199 . 100 =
= 14950
b) 14+16+18+...42012 =
= 14£2012.1000 = 1013000
¢) 11+13+15+...+99 =
= 1E99 .45 = 2475

3.a) a1 =1, a, =96, r =5,
n = 20, Sz = 970
b)a; =11,a, =79, r =4,
n = 18, S5 = 810

Przykiad 5

Oblicz sume¢ wszystkich liczb naturalnych mniejszych od 100, ktérych reszta

z dzielenia przez 6 jest réwna 1, czyli sume: 1 +7+ 13+ 19+ ...+ 97.

Zauwazmy, ze liczby: 1, 7, 13, 19, ..., 97 tworzg ciagg arytmetyczny o pierw-

szym wyrazie a; = 1, ostatnim wyrazie a,, = 97 1 réznicy r = 6.

Liczbe wyrazéw ciagu wyznaczamy ze wzoru a,, = a1 + (n— 1)r:
97=1+(n-1)-6

skad otrzymujemy n = 17. Zatem:

Sl7=1+Tg7-17=49-17=833

Cwiczenie 7

Oblicz sume, ktorej skladniki sa kolejnymi wyrazami ciaggu arytmetycznego.
a) T+ 11+ 15+4...+47+51 ¢c) -5-7-9-...-29-31
b)%+1+1%+...+99%+100 d) -18-15-12—...+15+18

Cwiczenie 8
Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych mniejszych od 100, ktérych:

a) reszta z dzielenia przez 5 jest réwna 3,

b) reszta z dzielenia przez 6 jest réwna 4 lub 5.

ZADANIA

1. Oblicz wyrazy a; i ajg oraz sume¢ Sjq ciagu arytmetycznego (a,,).

a)ag=61i1ag=14 b)ag=11iag=3 c)ag=12ia43=0

2. a) Oblicz sume¢ wszystkich liczb naturalnych n takich, ze 100 < n < 200.
b) Oblicz sume¢ wszystkich liczb parzystych zawartych migdzy 13 a 2013.
c¢) Oblicz sume¢ wszystkich liczb dwucyfrowych nieparzystych.

3. Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych, ktére:
a) sa mniejsze od 100 i ktérych reszta z dzielenia przez 5 jest réwna 1,

b) sa wigksze od 10, mniejsze od 80 i ktérych reszta z dzielenia przez 4 jest
réwna 3.

4. Oblicz sume¢ wszystkich liczb niepodzielnych przez 3, ktére sa:

a) dwucyfrowe, b) trzycyfrowe.

4. a) Niech S — suma wszystkich liczb dwucyfrowych, T — suma liczb dwucyfrowych
podzielnych przez 3, S — T — szukana suma. Zatem:

S—T =00 _ (249930 — 4905 — 1665 = 3240.

b) Niech S — suma wszystkich liczb trzycyfrowych, T — suma liczb trzycyfrowych
podzielnych przez 3, S — T — szukana suma. Zatem:

§— = U000 (10299300 — 494550 — 165150 = 329400.




5. Oblicz sume¢ wszystkich liczb naturalnych mniejszych od 1001, ktére sa

podzielne przez: a) 2 lub 3, b) 4 lub 9.

6. Ile poczatkowych wyrazéw podanego ciagu arytmetycznego nalezy dodacd,
aby otrzymaé liczbe 5467
a) 6,8,10, ... b) —24,-22,-20, ...
7. Rozwiaz réwnanie.
a) 1+54+94+13+...42=190
b) (1+z)+ (2+3x)+ (3+5z)+ (4+ Tz) +... + (50 + 99z) = 275
5. a) Niech S —suma liczb po-
dzielnych przez 2 i mniej-
szych od 1001, T — suma
liczb podzielnych przez 3
i mniejszych od 1001,
U — suma liczb podzielnych
8. Z miasta A do miasta B, oddalonego od A przez 6 i mniejszych od
0 140 km, wyjechal rowerzysta, ktéry przez :gglla ‘S'Z:tsz V= seaknin
pierwsza godzing przejechal 10 km, a przez S+ T—U= (11000,806
kazda nast¢pna o 2 km wigeej niz w ciagu 4 (108 (s10uepies
godziny poprzedniej. Jednoczesnie z mia- = 250500 + 166833 +
sta B w stron¢ miasta A wyjechal drugi — 83166 = 334167
rowerzysta, ktéry przez pierwsza godzine e
. ) dzielnych przez 4 i mniej-
przejechal 12 km, a przez kazda nast¢pna szych od 1001, T - suma ot b1
o 1 km wigcej niz w ciggu poprzedniej. Po liczb podzielnych przez 9 ™ 2) )
jakim czasie rowerzysci si¢ spotkali? bmme"szy l(;h ‘;d (I)Odgil,l g 7.a) =37 b)z =04
n_;m;lﬁa icfnn?e'sz (::l:lyod 8. Niech n — liczba godzin, po
9. Zbadaj monotonicznosé ciggu (a,). 11’001, S+T—U = ;ukana gzlng k};?r)’ch rowerzysci
_ 54104+15+...4+5n suma. Zatem: 210+(-12 o
a) an = " S+T-U=teomEe T x NT
(94999)-111  (364972)27 __ — 3 "=
b) a _3+6+9+...+3n 9 3 | n-b
n n+5 = 125500 + 55944 + Rowerzysci spotkali si¢ po
— 13608 = 167836 5 godzinach.
POWTORZENIE
1. Oblicz sume Sy ciagu arytmetycznego (a,,).
a)a=3iap=>5 b)a;=-4iay=0 c) ag=61ia4=-3
2. Oblicz sume Sy ciagu arytmetycznego (a,).
a) aj=8,a3 =6 b) ag =53, a11=9  c¢) a; =—100, a1 = 50
3. Oblicz sume wszystkich liczb dwucyfrowych podzielnych przez:
a)6, b)1l.
4. Oblicz sume¢ wszystkich liczb trzycyfrowych niepodzielnych przez:
a)2, b)d4.
5. Oblicz sume¢ obwodéw dwunastu kwadratéw, ktérych boki sa kolejno
rowne: 1. A 3 o 12
9. a) a, = 212 4n) 5;;(“1:;)), Qniy = %’&';’2) Powtdrzenie

Gny1—an = S ["_”_L] = B(n+l) __ ni6 _

n+d n+3 2 (n4+3)(n+4) >0

dla n € N, zatem ciag (a,) jest ciagiem rosnacym.

— 3(1424...4n) _ 3n(l4n) — 3(n+1)(n+2)
b) an = =—5— = BmE5) ) In+1 = (n+6)

_ — 3(n+l) |n+2 _ _mn — 3(n+1) n+10
Gni1—0n = w6 i = 3 nabmie > 0

dla n € N, zatem ciag (a,) jest ciggiem rosngeym.

1. a) 120 b) 140 ¢) —75

. a) —30 b) 173 ¢) —100
. a) 810 b) 495

. a) 247500 b) 371250
312

Vi W N



4.11. Zagadnienia uzupetniajace
Odpowiedzi do zadan Ciagi arytmetyczne i ciagi geometryczne — zadania

1. Korzystamy z rownosci uza- 1. Przeczyta] dowéd wzoru na sume n poczatkowych wyrazéw ciggu aryt-

sadnionej w ¢éwiczeniu 1 ze
str. 124.
142+...+(n—2)+
+(n—-1)=[1+2+
+...(n—=1)+n]—n=

— (n+lm n—= n?4n—2n —
) ? =ar+ (a1 +7)+ (a1 +2r)+...+
- 2

. Niech A — suma wszystkich
liczb dwucyfrowych,

B — suma liczb dwucyfro-
wych podzielnych przez 6,
C — suma liczb dwucyfro-
wych podzielnych przez 4,

rZg cigg geometryczny.
Zatem:
{ a1 +a1+7r+a1+3r =28

(a1 +7)* = ai(a1 + 3r)

3a; +4r =28
Stad

2
r =air

1° Jesli r = 0, to a; = 931,
2°Jeslir #0,tor = ay

i a = 4.

Zatem szukane liczby to:
91,91 9lub4, 8, 16.
.a) S=108lub S = 36

b) S = —36

metycznego o pierwszym wyrazie ap 1 roznicy r. Uzasadnij przejscie z li-
nijki przedostatniej do ostatniej.

Dowodd
S,=a14+ay+a3+...+a, 1+a, =

+(a+(Mn=2)r)+ (a1 +(n-1)r) =

=n-a1+r(1+24+...+(n=-2)+(n-1)) =

n(n—-1) _ 2a;+(n—-1)r = _
= p) n=

=n-a;+r x a1+(a1—;{n—l)r}n=

aj+an

n

.

i 2. Oblicz sume wszystkich liczb dwucyfrowych, ktére nie sg podzielne ani
D — suma liczb dwucyfro- .
wych podzielnych przez 6 przez 6, ani przez 4.
fspj“::uﬁ:’; ! prees 12), ) Wstaw miedzy liczby 5130 dwie takic liczby, aby pierwsze trzy tworzyly
A= 1059 g0 — 4905 ciag geometryczny, a ostatnie trzy — ciag arytmetyczny.
B=12+18+...+96 = b) Wstaw miedzy liczby —4 1 32 dwie takie liczby, aby pierwsze trzy two-
=6-(2+3+...+16) = rzyly ciag arytmetyczny, a ostatnie trzy — ciag geometryczny.
=6-25.15=2810
C=12+16+...+96 = 4. Trzy liczby, ktorych suma jest rowna 28, tworza ciag geometryczny. Liczby
=4.(3+4+...+24) = te sa réwniez kolejno wyrazami: pierwszym, drugim i czwartym ciagu aryt-
=4. 220 .99 — 1188 metycznego. Wyznacz te liczby.
D=12+24+...+96 =
=12-(1+2+...+8) = 5. a) W dziewigciowyrazowym ciagu arytmetycznym, ktérego pierwszy wyraz
=12. 138 .8 =432 jest rowny 4, wyrazy: pierwszy, trzeci i siddmy tworza ciag geometryczny.
S=A-B-C+D=3339 Oblicz sume¢ wyrazéw tego ciagu arytmetycznego.
.a) 10,20 lub — 32, 32 b) W szesciowyrazowym malejacym ciagu arytmetycznym, ktérego pierw-
b) 2, 8 szy wyraz jest rowny —1, wyrazy: pierwszy, drugi i piaty tworza ciag geo-
. Niech ay, ag + 1, a3 + 3r — metryczny. Oblicz sume¢ wyrazéw tego ciagu arytmetycznego.
szukane liczby, ktdre two- 6. Dlugosdci trzech krawedzi prostopadloscianu wychodza-

cych z tego samego wierzchotka tworza ciag geometrycz-
ny o sumie réwnej 14. Oblicz pole powierzchni caltko-
wite] tego prostopadloscianu, jezeli jego objetosé jest

rowna 64.

6. Niech a, aq, ag® — dtugosci krawedzi prostopadloscianu, a > 0.

a+ag+ag’ =a(l+q+¢°) =14
V =a-aq-aqg® = a’q’ = (ag)®

64

= (ag)®

aqg =4
P=2a-aq+a-aq’ +aq-aq’) =2aq-a(l+q+¢°)=2-4-14 =112



Wykres ciagu geometrycznego

Wykres ciagu geometrycznego:

.4, ... Y ¥
jest zawarty w wykresie funkeji y = ¢°. ==
Na rysunku obok przedstawiono wykres Ay ()
ciagu a, = (3)". - Fad
Ogodlnie, wykres ciggu geometrycznego: N N
a,aq,aq?,aq’, ... I 5
jest zawarty w wykresie funkcji y = ag®!.

7. Oblicz cztery poczatkowe wyrazy ciagu geometrycznego, ktorego wykres 7. a) a; =3, a2 =6, ag = 12,

Jjest zawarty w wykresie funkcji f. as =24

a) f(@)=3-22"1 b) f(@)=6-(§)7" o fle)=F a)f@) =27 Du=6am=2a=3
8. Na rysunku ponizej przedstawiono wykres ciaggu geometrycznego (a,,). Za- j; ﬂ'-_l 9: 4,a5=1,0a3 =1,

pisz w postaci f(x) = a-q¢*~! wzér funkcji, w ktérej wykresie jest zawarty as = &

wykres tego ciagu. d)ar =%, a=1,

a) Yt b) Y a3=j,a1=73

-
[y




Odpowiedzi do zadan

1.a) -3 b)3 ¢) 10 d) —6

2.a) -4 b) -7

3.01 =2,a2=8,a3=20,
ag = 240,
n(n+1)(n+ 2) jest iloczy-
nem trzech kolejnych liczb
naturalnych, zatem jeden
z czynnikéw jest liczbg
podzielng przez 3, czyli
an € N+.

4. a) bﬂ+1_bn =1>0
dla n € N, zatem cigg
(bn) jest ciggiem arytme-
tycznym, rosngcym.
b)bpy1 —bn=2n+1>0
dla n € N, zatem ciag
(b,) nie jest ciagiem aryt-
metycznym, ale jest ros-
nacy.
C) r:bn+l_bn:_2<0
dla n € N, zatem ciag
(b) jest ciagiem arytme-
tycznym, ma.lejqcym
d) bny1 — by n(n+1) <0
dla n € N, zatem ciagg
(bn) nie jest ciggiem aryt-
metycznym, ale jest male-
Jacy.
e) bpy1 — b, = n(n-l-l) <0
dla n € N, zatem ciagg
(bn) nie jest ciggiem aryt-
metycznym, ale jest male-
Jacy.
f) bay1 —bn=—3 <0
dla n € N4, zatem ciag
(b,) jest ciggiem arytme-
tycznym, malejacym.

5. a) ag = 12, ap = 18
b) ag = —30, ag = —45
c)ag =8, ag =11
d) ag = —5, ag = —11
e) ag = 50, ag = 80
f) ag = %, ag = 4

6. a)a, =2n—2
b) an =3n—6
c) a, =—2n+ 10

Zestawy powtorzeniowe

Zestaw |

1'

Oblicz a9 — bs.

a) a,=2n+1,b, =3n c) a, = "2:5, b, = 5:‘};8

b) a, = 52, b, = (-1)"+1. 2L d) a, = ¥2—n, b, =n3
Oblicz 4as — 6by.

a) an = 10g4 n, bn = 10g5(2n - 3) b) an = (_1)“2_11 bn = (\/ﬁ)ﬂ_s

Oblicz wyrazy: a1, ag, aa i ag ciggu o wzorze ogélnym a,, = "—“‘—“%”—*21
Uzasadnij, ze kazdy wyraz tego ciaggu jest liczba naturalna.

Sprawdz, czy ciag (b,) jest ciagiem arytmetycznym. Okresl monotonicz-
nosé tego ciggu.

a) by=n+1 c) b ——2n+3 e) b,=1

b) b, =n? d) b, = 22 f) b,=4—1in
Oblicz wyrazy ag 1 ag ciagu arytmetycznego (a,,) o réznicy r.
a)a=2,r=2 c)ay=3r=1 e) ay=0,r=10
b)ay=-5r=-5 d)a;=5r=-2 f) ay=8,r=—3

Wyznacz wzér ogélny ciagu arytmetycznego (a,,).
a)ag=2,a4=6 b) as =0,a5 =9 c) ag =2, ap=-10

Wyznacz wzor ogélny ciagu arytmetycznego (a,,).

a1 +ay =T ag —as =4 ai-as =06
a) b) c)

ap-az = 10 as -aqg = 32 as +aq =8
Oblicz sume Spo ciagu arytmetycznego (ay,).

a) ag=2,a10=29 c) ag=4,a9=28 e) ag=-8,r=3
b)a;=3,r=2 d) as =5, ayp =21 f) a3 =0,a; =-10

Kula toczaca si¢ po réwni pochyle] w pierwszej sekundzie przebyla droge
0,5 m, a w kazde]j nastepnej sekundzie — droge o 1 m dluzsza niz w poprzed-
niej. Oblicz droge, ktéra przebyla kula w ciagu poczatkowych dziesieciu
sekund.

.a)an=3n—1luba, =-3n+8
b)a, =2n—12luba,, =2n
c)a,=n+1luba, =5n-11

8. a) 222 b) 168 ¢) 246 d) 168 e) 66 f) —210
9. 50 m



10.

11.

12.

13.

14.

Zestaw Il

. a) Wyznacz wzér ogélny ciagu (a,), jezeli jego

Dla jakiej wartosci x liczby: a,b, ¢ sa kolejnymi wyrazami ciagu arytme-
tycznego?

z+1

3

a)a=z-2,b==%2=,c=52z b) a=-16, b= 3z, c = =2

Oblicz wyrazy od czwartego do 6smego ciagu geometrycznego (a,).

-

a)a1=2,q=1 C) a1=—2,q=—1 e) a2=—25,a3=o

b) a;=3,q=2 d)aj=-4,q=73 f) a3 =73, a3-a3 =1

Oblicz wyraz as ciagu geometrycznego (a,).
a) a1 =2, aqg = 250 b) a; =64, ag =2
Czy ciag (b,) jest ciagiem geometrycznym? Okresl jego monotonicznosé.

a) b, =2"" b) b,=3-5" ) b,=7-(1)" d)b,=2%"1

Oblicz sume¢ S5 ciagu geometrycznego (a,,).
b) as = 2, g= -2

| =

a’)a1=27q=2 C) a3=27q=

g

wykres jest zawarty w paraboli narysowanej obok.

L
I
\

~ ]

b) Ktére wyrazy ciagu (a,) spelniaja nier6wnosé
a, < 12?

-

Wykres ciagu (a,) jest zawarty w paraboli prze- \ /
chodzacej przez poczatek ukladu wspélrzednych
i majacej wierzcholek w punkcie (2,8). Wyznacz
wzor ogélny tego ciagu. Oblicz wyrazy ajg 1 agp.

[N

. Oblicz 6smy wyraz ciagu arytmetycznego (a,,).

a)a;j=1,as—a; =2 b) ag = —10, a5 = —40 c) az +ag =10

Oblicz sume Sygp ciagu arytmetycznego (a,).
a) a; = %, ajpo = % c) a1 =5, agg + ajp; = 150

b) ajo = -1, ajgo = —11 d) a3+a6=4%, ajp—ag =3

. Oblicz sume wszystkich liczb trzycyfrowych, ktére sa:

a) podzielne przez 3, b) podzielne przez 6.

10.

11.

12.
13.

14.

a)z:%
b)z=—2lubz =38
a) 2.2 .90

b) 24, 48, 96, 192, 384
)2, 2,2 -2,2
R e

1 1 1 1
e) 1’ 5? 257 125 625

f) 3, 27, 243, 2187, 19683
a) 1250 b) 4

a), b), c), d) ciag geome-
tryczny

a), c) ciag malejacy

b), d) ciag rosnacy

a) 62 b) —11 ¢) 155

Zestaw |l

1.

a)a, =n>—-6n+5

b) a1, ..., ar

e O — —2n? + 8n,

a0 = —120, a0 = —640

.a)15 b) —70 ¢) 5

. a) 50 b) —550

c) 4000 d) 2525

. a) 165150 b) 82350



6.

10.

11.

.a)z=13 b)z=-30

.a)zr=—-10lubz =5

a) Niech S — suma wszyst-
kich liczb dwucyfrowych,
T — suma liczb dwucyfro-
wych podzielnych przez 5,
(S — T) — szukana suma.
S=10+11+...+499 =
= U9 -9 — 4905
T=10+154+20+... +
+95=5(2+3+... +
+19) = 5. 218 — gq5
S —T = 4905— 945 = 3960
b) Niech S — suma wszyst-
kich liczb trzycyfrowych,
T — suma liczb trzycyfro-
wych podzielnych przez 5,
(§ — T) — szukana suma.
S =100+101+...4+999 =
= (09 900 — 404550
T =1004+105+...4+995 =
=5-(20+21+...+199) =
=5. 200150 — 98550
S —T = 494550 — 98550 =
= 396000

c)x=37 d)z=29

.a)a3=1l0,a5=10

b) as = 8, as = 32

b)z=9lubz =21
a) 33 b) 31

c) 521 lub 341

-
.+ 4
X

d) —44 lub —20
a ==Y oraz g = /7Y

VI =

31l
341l

_ =ty _ 2VEy _
=3 =

_ =2/ry+y __
- 2

S OV )
2 =
dla dowolnych liczb dodat-
nich z i y.
Zatem

a=*"> /ry=g.

6{

10.

11.

12,

13.

14.

15.

Oblicz sume wszystkich liczb niepodzielnych przez 5, ktore sa:

a) dwucyfrowe, b) trzycyfrowe.

Lewa strona réwnania jest suma kilku poczatkowych wyrazéw ciagu aryt-
metycznego. Oblicz z.

a) 3+5+7+...+x=48
b) 8+6+4+...+2=-220

c) 247+ 124+ ...+ =156
d) -7-3+1+...4+2=110

Oblicz wyrazy as i as ciagu geometrycznego (a,).

a) ag = 100, ¢ =10 b) ag =4, a7 =128

Dla jakich wartosci z liczby: a, b, ¢ sa kolejnymi wyrazami ciagu geome-
trycznego?

a) a=r—2,b=6,c=x+7 b)a=z-5b=x+3,¢c=36

Oblicz sume S ciagu geometrycznego (a,,).
C) a; =1, a0+ a3 =20
d) ay] = —4, 53 =-12

a) ap =3, a4 = —-24
b) as =8, a; =0,25

Niech a bedzie $rednia arytmetyczna dodatnich liczb z 1 y, a g — ich érednia
geometryczna (tj. g = /zy). Uzasadnij, ze prawdziwa jest nieréwnosé
azg.

Jaka kwota bedziemy dysponowali po n latach, jezeli ztlozymy w banku na
procent sktadany 3000 zl przy oprocentowaniu rocznym r?

a)n=2r=45% b) n=4,r=5% c) n=6,r=4%

Kapital w wysokosci 1500 zl zostal zlozony w banku na pi¢é lat. Roczna
stopa procentowa wynosi 4%. Czy dopisane odsetki przekrocza 330 z1, jesli
sa one kapitalizowane: a) co rok, b) co pél roku, c) co kwartal?

Do banku wplacono 2000 zl na dwa lata przy rocznej stopie procento-
wej 6%. Ile bedzie wynosil kapital po uplywie tego okresu, jezeli odsetki
sa kapitalizowane: a) co p6l roku, b) co kwartal, ¢) co miesiac?
Kapital w wysokosci 800 zl zostal zlozony w banku oferujacym kapitali-
zacj¢ miesigezna. Oblicz wielko$é kapitalu po roku, jesli przez szesé pierw-
szych miesi¢cy roczna stopa procentowa wynosita:

a) 6%, a przez szesS¢ pozostalych miesigcy — 3%,

b) 3%, a przez szesé¢ pozostalych miesigcy — 6%.

12. a) 3276,08 zt b) 3646,52 zt c¢) 3795,96 zi
13. a) nie b) nie c) tak

14. a) 2251,02 zt b) 225299 zt c¢) 2254,32 zi
15. a), b) 836,74 zl



Przed obowiagzkowa maturg z matematyki
Test

Rozwiaz zadania 1 zapisz odpowiedzi w zeszycie. W kazdym zadaniu tylko
jedna odpowiedz jest prawidlowa.

Liczba 6 jest piatym wyrazem ciggu:

Ao, =i —~1)? 45, C.a, = m—8*+5,

B. a, = (n—2)2 + 5, D. a, = (n—4)2 +5.

Dany jest ciag (a,) o wzorze ogélnym a,, = 2"T+6. Zaden wyraz tego ciagu
nie jest rowny:

A. 8, B. 6, 05 D3

Ciagiem malejacym jest ciag:

A. a, =n(2-n), C. a, =n(4-n),

B. a, = n(3 —n), D. a,, = n(5— n).

Dany jest ciag (a,) o wzorze ogbélnym a, = 7(n — 1) + 4. Jest to ciag
arytmetyczny o réznicy rownej:
A. -4, B. -3, C. 4, ||

Dany jest ciag (a,) o wzorze ogélnym a,, = v2-n—1. Suma Ss tego ciagu
jest réwna:

A. 5y2—1, B. 10v/2 -1, C. 10v/2 -5, D. 152 — 5.

Ciag (a,) jest ciagiem geometrycznym, w ktérym aq = 36 1 ¢ = 3. Pierwszy
wyraz tego ciggu jest réwny:

A 3, B. 13, &4 D 12

Dany jest ciag geometryczny a,, = 54- (— %) " . Suma czterech poczatkowych
wyrazow tego ciggu jest liczba nalezaca do przedziatu:

A. (-18;—16), B.(-16;—14), [FNEENSEN D. (—12;-10).

Ciag (a,) jest ciagiem kolejnych liczb naturalnych, ktérych reszta z dzie-
lenia przez 4 jest réwna 2. Suma wyrazow ajp 1 as; tego ciggu jest rowna:

A. 120, B. 124, C. 128, D 132

Ciag (a,) jest ciagiem kolejnych liczb naturalnych, ktérych reszta z dzie-
lenia przez 3 jest rowna 1. Suma wyrazéw ciagu (a,) wigkszych od 10
1 mniejszych od 100 jest réwna:

A. 1535, B. 1540, C. 1595, D. 1760.



4.7. Ciag geometryczny (1)

DEFINICJA

Ciag liczbowy (a,) nazywamy ciggiem geometrycznym, jezeli istnieje taka
liczba ¢q, ze kazdy wyraz ciagu, oprécz pierwszego, powstaje przez pomno-
zenie wyrazu poprzedniego przez t¢ liczbe:

dla kazdego n € N,. Liczb¢ g nazywamy ilorazem ciagu.

~ Odpowiedzi do zadan

c)q=-3, . = =

Qpiy1 =0ap - q

— g==

Cwiczenie 2

a) g =2, as =24, a5 = 48
b)g=3,a.=1,0:=3
c)qz%,mz%,as.:
djg=iai=1as=
e)g=—2a4=—8 a5 =16
f)g=—13,a1=1,as=—1

Cwiczenie 3

a) as =3, a3 =9, as =27,
as = 81

b)az =8, as =4, as = 2,
as = 1

c) az = —5, aa =5, as = —5,
Gs:ﬁ
d)az=—3,aa=1,a1=-2,
Gs:4

e)az=1,a3=v2 a1 =2,
as =22

f) as = 2v/3, aa = 62,

as = 123, as = 36v2

TWIERDZENIE

Cwiczenie 2

Podaj iloraz ponizszego ciagu geometrycznego. Wypisz dwa nastepne jego

WYTrazy.

a) 3,6,12, ... c) 4,2,1, ... e) 1,-2,4, ...
b) o, 5.5, - d) 64,16,4, ... £) —27,9,-3, ...
Cwiczenie 3

Oblicz wyrazy: as, as, ¢4 1 a5 ciagu geometrycznego (ay,).
e) a) = %? q= \/E
f) a1 =+2, g=+6

a)ay=1 ¢g=3
b) a1 =16, ¢=3

¢)ag=5 g=-1

d) al:%? q=_2

TWIERDZENIE

Ciag (a,) o wyrazach réznych od zera jest ciagiem geometrycznym, jesli
dla kazdego n 2> 1 iloraz dwoch kolejnych wyrazéw 22+l jest staly.

2n

Cwiczenie 4

Dane sa dwa kolejne wyrazy ciagu geometrycznego. Oblicz jego iloraz.
a) 27 i 243 c) =216 i —36 e) V2 i —4

b) 3 i 3 d-%i 5 f) 2v/3 i 3V2

Wzér ogblny ciagu geometrycznego (a,,) o pierwszym wyrazie a; iilorazie g

ma postac:

Cwiczenie 6 Cwiczenie 6
Oblicz n-ty wyraz ciagu geometrycznego (a,,). a) ag = 1
a)ai=%,¢=2,n=6 e) ay=-2,q=-3,n=5 b))a":f
b) a1 =25,q=4,n= f) ay=-7,q=-1,n=15 Z)Z;;Z
64
c)ay=8,g=%n=4 g) a1 =54g=v2,n=9 e) as = —162
d)al=%,q=2%,n=6 h)a1=\/§,q=——¢3§,n=8 f) a1s =7
g) as = 80
Cwiczenie 7 h) as = —%
Obli i 7 i t ) } ,
icz plcrwszy1 wyraz ciagu geometrycznego (a,,) e
a)ag=1,9=3 b) ag =16, ¢ = -2 c) ag=81,9q=3 a)a1=(Tlf
Zz

ZADANIA

1. Oblicz iloraz ciagu geometrycznego (a,) o podanych wyrazach poczatko-
wych. Wyznacz wzér ogdlny tego ciagu i oblicz a;.

a) 128, 64, 32, ...

1 1
b) 1_6’1’1""

1 1 1

¢) 243> ~8T 270 -+ e) V2, -2,2V2, ...
625 125 25 2 1 1

d) 5550 62> 160 £} Gx5s B

1.a)g=14,a,=2"",ay =2
b) g =4, a, =4"?, a; = 256

_qyn—1
—_ (=3 Lar=23

d)g=3, an=(3)"" az
€) ¢ =—V2, an = —(—V2)", ar =82

_ 3 o8
f)q_Esa'ﬂ_gn—z'-a'_az

16

25

Cwiczenie 4

a)g=9
b)g=13
©)g=3%
d)g=-%
e) g=-2V2
f)g=%
1

2



. B 2. Oblicz wyrazy piaty 1 szésty podanego ciagu geometrycznego. Wyznacz
’ Z) s _;,__3 _ (’_af)n_ ’ wzor ogélny tego ciagu.
b) as = 2, as = —2, a) —15, 1> —L 4, c) 1, —v2,2, -2v2, ...
an =162 (—1)™? b) 162, —54, 18, —6, d) —v3,3,-3V3,9, ...
=4 = —42 .

:) a=5 (_\'/%6,._1 v2 3. Przeczytaj podany w ramce przyklad.

d — —Q 3, — 27, a

a) a:5 (- v,_,)—.;/,:_ e Przyklad
3 ; 12 s Wyznacz ciag geometryczny (a,), jezeli ag = 6 oraz ag = 54.

.a)a; = ,q=

b) ay = ::‘ g= % Jezeli q jest ilorazem ciagu (a,), to ag = a4 - %, czyli 54 = 6¢°.

ar=-%,q=— Stqdq2=9,czyliq=—3]ubq—3

lubay =3, q=2 Dla g = —3 mamy a; = —3 i kolejne wyrazy cupgu -3,2.-2.6,-18,.

d _—E 2

e)) :l——IOQf! 1 Dla ¢ = 3 mamy a; = g 1 kolejne wyrazy ciggu: g, %, 2,6,18, ...

1= 4= —3 ~
= =L
i_‘)lb = 1(124‘ 7= 23 Wyznacz ciag geometryczny (a,,).
a) = —ggE 4= —

luba1=;—§,q=3 a) ay = 15, a3 = = c) ap =17, a4 =28 e) ag =32, ajp =2
4. a) —243, _81’ 3 1 b) a3 =13, a4 =13 d)ag=-3,a6=-24 f) ag=1,a5=9

b) &5, 135 355 § 4. Oblicz brakujace wyrazy ciagu geometrycznego.

e a) 7, 2, ~27, -9, 7} d) 8, 2,7, 7} [ [T, 5

B) i‘ f.;l 32_,912;7 b) a ! s s 33 5 e) e 9 39 a —81

3’ ? 2 -

f) 2v/3, 6, 6/3, 18V/3 lub c) 7, 6, [7], [7], 48, [7] f) [7], (7, [7], 18, [7], 54

—2v3,6, —6v3, —~18v3 5. Wstaw miedzy liczby x 1 y trzy liczby tak, aby otrzymaé ciag geometryczny
5.a) —4,-8,—-16 (podaj dwa rozwiazania).

=l a) r=-2,y=-32  b)z=3, y="168 ) r="T,y="1

b) 12, 48,192

lub —12, 48, —192

) 7,7,7 lub —7,7,—7 POWTORZENIE
Powtérzenie 1. Oblicz iloraz ciggu geometrycznego (a,,) oraz wyrazy: as, a4 i as.
1.2)g=3, as =72 a)a; =8, a=24 c) 0‘.1=%,02=1 e) ag =—-12,a9 = -8

as = 216, as = 648 b) a1 =2, ay = -6 d) a1 =—3, a=2 f) a1 =2,a0=V2

b) ¢ = -3, a5 =18, 2. Oblicz wyrazy ag 1 a3 clagu geometrvczuego (an).

ay = —54, as = 162

C)q:%, 33:1%1

{14:1%, as=2é% 3
d) q=—6,a3=-12,

a) ag=15a4=5 b) a1 = a4=§ c) al——ﬁ,a4—10

. Oblicz wyrazy as i ag ciaggu geometrycznego (a,,) o ilorazie q.

1 _ _ _ 1 _ 1 _
as = T2, a5 — —432 a) ap =3, q=2 b) a; =64, 9=—3 c) a1 = —55, 9= —4
e)q-%, aaz—S%,
114:—3%,0.5:—2;—? 2. a) a» =5v09, as =5v3 3. a) ag=%,a3=%

1
c)azz?/,;ow,a:;:—e’lo “

b)a2:ﬁ903:ﬁ b)ag=—32,03=16
1



4'8° C198 860WI6HLACIUA (3)

Ciag geometryczny (a,) o pierwszym wyrazie a; > 0 jest:
rosngcy, gdy ¢ > 1; malejacy, gdy 0 < g < 1; staly, gdy ¢ = 1.

Cwiczenie 2

Wyznacz monotoniczny ciag geometryczny (a,), jezeli:

a) azg =2, a5 = 4,5,

Cwiczenie 2 .
n—
a) q= %, a) = %‘an _—%(%)

b)g=2,a1=—-2,8.=-2-2"' =

Cwiczenie 3
—emi1i_ 5 2m 1
a)g="E=5 ¥ 2

Jest to ciagg geometryczny
o ilorazie g = % Ciagg jest
malejacy, poniewaz a1 > 0
iqe (0;1).

1\n+1
b) a— n41 — (—7

L (G

Jest to ciagg geometryczny

o ilorazie ¢ = —%. Ciagg nie
jest monotoniczny, poniewaz
q<0.

a ~-Lontl
)e="0 =T =1
Jest to ciag geometryczny
o ilorazie ¢ = 2. Ciag jest
malejacy, poniewaz a; < 0
ig>1.

e _2.(1 n+1
d)g= a:l = _2%.;)" = %
Jest to ciag geometryczny
o ilorazie ¢ = % Cigg jest
rosnacy, poniewaz a; < 0

ige (0;1).
¢) g= it = SOAF, —
—/2

Jest to cigg geometryczny
o ilorazie g = v/2. Ciag jest
rosnacy, poniewaz a; > 0
ig=>1.

f) g="2tl = L2 —16

Jest to ciag geometryczny
o ilorazie g = 16. Ciag jest
rosnacy, poniewaz a; > 0
ig=>1.

b) as = —4, ag = —64.

— s

Przykiad 2

Wykaz, ze ciag o wzorze ogélnym a,, = 3 - 4" jest ciagiem geometrycznym.
Okresl jego monotonicznosé.

Aby wykazaé, ze ciag (a,) jest geometryczny, nalezy sprawdzié, czy iloraz “Z—:‘
jest staly dlan € N,.
Qnyqy _ 3.4

an 3-4n 4
Zatem jest to ciag geometryczny o ilorazie ¢ = 4. Jest to ciag rosnacy, ponie-
waza; >01q> 1.

q=

Cwiczenie 3

Wykaz, ze ciag (a,) jest geometryczny. Okresl monotonicznosé tego ciagu.

a) a, = 21,, e) a, = —% « 2" e) a, = 6(v/2)"!

b) an = (-3)" d) a, = -2(3)" f) a, =427+

EWIczenlf! * & Liczby: a, b, ¢, r6zne od zera, tworza ciag geome-

z.asadmjlpodane obok tryczny wtedy i tylko wtedy, gdy b*> = a - c.

twierdzenie.

Cwiczenie 5

Oblicz z, jesli podane liczby tworza ciag geometryczny.

a) 1, z, 100 b) 2,2z, 18 c) 36, =, % d) =, =, %, gdzie z # 0
Cwiczenie 4

Liczby: a, b, ¢, roine od zera,
tworza ciag geometryezny
wtedy i tylko wtedy, gdy

b [

- = czyli B =a-c

Cwiczenie 5

a) z=—101ub z =10
b)z=—-6lubxz==6
¢cjz=—2lubz=2
djz=—1lubz=1



TWIERDZENIE

W ciagu geometrycznym (a,) o wyrazach dodatnich kazdy wyraz, oprécz
pierwszego, jest $srednia geometryczna wyrazéw sasiednich:

An = \/Qn_1-Qny1 dlan>2

Cwiczenie 6
Co mozna powiedzie¢ o polu kwadratu i polu prostokata, . b
jesli x jest Srednia geometryczna liczb a i b?

T a

Cwiczenie 6
z = Vab, wigc 2% = ab
Zatem pola obu figur sa réwne.



ZADANIA Odpowiedzi do zadan

1. Czy ciag geometryczny (a,) o pierwszym wyrazie a; > 0 i ilorazie ¢ jest 1. a) malejacy
monotoniczny? b) nie jest monotoniczny

a)gq=13 b)g=-0001 c)g=5% d)g=0,9) e)g=1-+2 c) rosnacy d) staly

3,14 . % :
e) nie jest monotoniczny

2. Wyznacz wzér ogélny monotonicznego ciaggu geometrycznego (a,, ).

2. a) a, = —g
ag = —4 Tl e | as-ag =1 b) a, = 5* ™ lub
a') 1 b) 2 2 C) 2 2 a, =—5+"
aio ='—a 5 =25¢13 112+a3=5 = e
¢) a,=4-(3)" lub
3. Przeczytaj podany w ramce przyklad. o =—4-(3 )n-l
\ - 2 -
Przykiad 3. a) Kolejne wyrazy ciggu:
Uzasadnij, ze ciag o wzorze ogdlnym a,, = n? — n + 2 nie jest geome- 1,55, -
\ ’ 2 =9 al2=5%2
Shs & Zatem ciag nie jest geome-
Wypisujemy kolejne wyrazy ciagu: 2, 4, 8, 14, ... Badamy ilorazy: tryczny.
a 4 _ a3 _ 8 _ a; _ 14 £92 b) Kolejne wyrazy ciaggu:
a; 2 da: 4 9 az 8 1. 2%, . .
Zatem ciag (a,) nie jest geometryczny. ar = h e = 3#2
~ Zatem ciag nie jest geome-
Uzasadnij, ze ciag (a,) nie jest geometryczny. SEyeRIRy.
a) a, =n®>—2n+2 b) a, = —n? +4n— 2 4. Niech g — iloraz ciggu geo-
metrycznego.
4. Liczby: z,y, 2z tworza monotoniczny ciag geometryczny. Podwojona suma g>0,z>0,y=uxq,
pierwszej i drugiej liczby jest rowna sumie drugiej i trzeciej liczby, a suma z=zq°
tych trzech liczb jest réwna 77. Wyznacz te liczby. 20z+y)=y+z
5. U s s cisilka _ C rT+y+z="T7
; z’a:sa nij, ze w ro.]kf"gme prostokatnym wyso- Po hodstistalis GEEIi-
kosé opuszczona z wierzcholka kata prostego jemy:

jest Srednia geometryczna dlugosci odcinkéw,

- O s . 2r+2q—2q° =0
na jakie dzieli ona przeciwprostokatna.

T +zxq+zq =77
#(2+q—¢°) =0, gdy
—@®+q+2=0, czyliqg=2.
Wtedy = + zq + 2¢° =
=z+2r+4x =Tz

POWTORZENIE

1. Okresl monotonicznosé ciaggu geometrycznego (a,,) o ilorazie q.

Da-ha-§ Qm-—64-} Qa--pa--9  ot%
b)a;=10,¢g=049 d)ai=-4,9=v2 f) ag=-3,qg=+v-1 Zatem z = 11, y = 22,
2. Wyznacz z i y tak, aby podane liczby byly kolejnymi wyrazami ciagu s =44
geometrycznego. Okre$l monotoniczno$é tego ciagu. 5. Zauwazmy, ze trojkaty
CAD i ABD sy podobne
a) 2, r, 32 b) 1, z, 2 c) 18, r, 8 d) z, &, 9,10 :
1 Ly s Y Ty 4, Y » T, 0, Y »10.3/, zcechyKKK,zatem.
ICD| _ |AD 2 __ b
Powtérzenie oAl = [pa WY £ =y
2 _
1. a), ¢) rosnacy b), d) malejacy e), f) nie jest monotoniczny Sl = %), siten
h = /Ty.

2. a) z =8, y = 128, rosngcy lub z = —8, y = —128, nie jest monotoniczny
b) z = V2, y = 2V/2, rosnacy lub z = —v/2, y = —24/2, nie jest monotoniczny
c)z—12,9y— 5%, malejacy lub z = —12, y = —531;, nie jest monotoniczny

d)z= ﬁ, y =1, rosngey lub z = —ﬁ, y = —1, nie jest monotoniczny



4.9. Suma poczatkowych wyrazow
ciagu geometrycznego

TWIERDZENIE

Suma n poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego (a,,) o ilorazie g # 1
wyraza si¢ wzorem: 1—q
1-q

f;n =a-

Cwiczenie 1 Cwiczenie 1
fin O F S A Zapisz wzor na sume¢ n poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego o pierw-

szym wyrazie a; 1 ilorazie ¢ = 1.

Cwiczenie 2 . Cwiczenie 2
a) S =2- 1% =126

Oblicz sume szeéciu poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego, korzysta-

_(_9\6
b) Se=1- - =-21 jac z podanego wzoru. Sprawdz otrzymany wynik, dodajac wyrazy ciagu.

1-(-2)

c)sszl-l;lf%}ﬁzg a) 2,4, 8,16, ... b) 1, 2,4, -8, ... SEHE -

Cwiczenie 3
Oblicz sume¢ Syp ciagu geometrycznego (a, ), w ktérym a; = 31—2 oraz as = %.

Cwiczenie 3
q=2

— 1023 __ 31



Cwiczenie 4
a) Oblicz sumg¢ S7 ciggu geometrycznego (a, ), w ktorym a; = 3 oraz ¢ = —2.

b) Oblicz sume¢ Sj ciagu geometrycznego (a, ), w ktérym a; = —4 oraz g = 3.

Cwiczenie 5

a) Oblicz sumy Sg i So ciagu geometrycznego (a,), w ktéorym a; = 2 oraz
qg=-1.

b) Sformuluj wniosek dotyczacy sumy n poczatkowych wyrazéw ciagu geome-
trycznego o ilorazie ¢ = —1.

Przykiad 2
Dany jest ciag geometryczny o pierwszym wyrazie réwnym 4 1 ilorazie 3. Ile
poczatkowych wyrazéw tego ciggu nalezy zsumowad, aby otrzymaé 14567

Niech n bedzie szukang liczbg wyrazéow. Wowczas:

1-3"

4. T3 = 1456
1-3"=_-728
3" =729
n==~6

Nalezy zsumowac szeéé poczatkowych wyrazéw tego ciagu.

Cwiczenie 6
a) Dany jest ciag geometryczny o pierwszym wyrazie réwnym 5 i ilorazie 2.
Ile poczatkowych wyrazéw tego ciagu nalezy zsumowaé, aby otrzymac 6357

b) Dany jest ciag geometryczny o pierwszym wyrazie rownym 2 i ilorazie %

Ile poczatkowych wyrazéw tego ciagu nalezy zsumowaé, aby otrzymac 16%?

Cwiczenie 7
Oblicz pierwszy wyraz ciagu geometrycznego (a, ), jesli:
a) ¢g=2, 5y =060, b)q=%, Sy = 2046, c) g=1, S, =480.

Cwiczenie 8

Pola pigciu prostokatéw (rysunek obok) tworza
clag geometryczny o ilorazie %. Suma tych

pél jest réwna 8L cm?. Oblicz pole

najmniejszego prostokata.

Cwiczenie 8

Niech a1 — pole najmniejszego prostokata.
-(4)° _ s

a1 -1 =95

a; = 0,9 cm?

Cwiczenie 4
a) Sy = 129
b) S5 = —484
Cwiczenie 5
a) Ss =0

Sg = 2

b)

S = 0 dla n parzystych
" laydan nieparzystych

Cwiczenie 6
a) 5-1-2- =635
2" =128
n="7

=)' a1
b)2- 4 =164
3)"'=%
n=4

Cwiczenie 7
a) ay - % = 60

61:4

b)al-"T(_'i’*ﬁ=2046

ay = 10‘91,2
c) 4a; = 480
a; =120



Odpowiedzi do zadan

1. a) 1532 b) 26222
c¢) —1275 d) —56

2.2)6 b)9 ¢) 10

_ 1-085y, _
4. a) Ss = _‘_1—0,8 V =

=V > V=3V
1-(3"

n=4

5. 4:36- S8 =70z

;o
1-(3)®
B: 27. 1(_ =733

Balon B znajdowal si¢ wy-
zej.

ZADANIA
1.

Oblicz sume¢ Sg ciagu geometrycznego (a,), jeSli jego wyrazy pierwszy
i drugi sa odpowiednio réwne:

a) 1—16, %, b) 18, 6, c) 15, =30, d) -7, -T7.

Ile poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego o pierwszym wyrazie
rownym 5 i ilorazie 2 nalezy zsumowac, aby otrzymac:

a) 315, b) 2555, c) 51157

Przerysuj do zeszytu i uzupelnij tabele, jeéli ciag (a,) jest geometryczny.

ay q n an Sn

2 3 5 162 242
39 L 7 -3 —633

1 2 10 512 1023

+ —51lub 5 7 625 520,84 lub 781,24
NG 2 8 —32 —60 + 302

a) Piramide¢ zbudowano w taki sposéb, ze najnizsza warstwa blokéw skal-
nych ma objetosé V', a objetosé kazdej nastepnej warstwy stanowi 80%
objetosci warstwy lezace) bezposrednio pod nig. Piramida ta sklada sie
z 5 warstw. Czy objetosé piramidy jest wigksza od 3V'?

b) Kazda kolejna warstwa blokéw skalnych, z ktérych zbudowano piramide,
ma objetosé o 25% mniejsza od objetosci warstwy poprzedniej. Oblicz, z ilu
warstw sklada sie piramida, jesli objetosé jej pierwszej warstwy jest réwna
% objetosci calej piramidy.

Balon A wzniésl si¢ w pierw-
sze) minucie lotu na wysokosé
36 m. W kazdej nast¢pnej minucie
wznosil si¢ dwa razy wolniej niz
w minucie poprzedniej. Balon B
wzniosl si¢ w pierwszej minucie na
wysokosé 27 m, a w kazdej nastep-
nej minucie wznosil si¢ o % wolniej
niz w minucie poprzedniej. Ktory
z balonéw znajdowal si¢ wyzej po
sze$ciu minutach wznoszenia?



POWTORZENIE

1. Oblicz sume S5 podanego ciagu geometrycznego.
28 8 .. c) —10, -5, -2, ... e) 3,-6,12,...
b)8:4,2 ... d) -2, -6, —18, ... f) —16,8, -4, ...

2. Oblicz sumy Sg i S7 ciagu geometrycznego (a,,) o ilorazie q.

a)a;=1,¢g=-2 b) @y =7, 4=—1 c) a1=81,q=—%

3. Kartki pocztowe ulozono w stosy. W pierwszym stosie ulozono 4 kartki,
a w kazdym nastepnym dwukrotnie wigcej kartek niz w poprzednim. Ile
kartek bylo w najwickszym stosie, jezeli lacznie ulozono:

a) 60 kartek, b) 1020 kartek,

c) 4092 kartki?

4. Pierwszy odcinek lamanej ma dlugosé¢ 64 cm, a kazdy nastepny jest 2 razy
krétszy od poprzedniego. Z ilu odcinkéw sklada si¢ ta lamana, jesli ma
ona dlugos$é: a) 124 em, b) 1275 ecm, ¢) 127,875 cm?

4. Niech n — liczba odcinkéw lamanej, S,, — dlugosé¢ tamanej.

Sa=64- 580 — 108 (1- (3)")
a) 128 (1—(3)") =124

)
(3)"=sn=5

b) 128 (1— (3)") = 1275
(3)"= gt n =8
c) 128(1—(3)") = 127,875

4.10. Procent sktadany

Kapital w wysokosci k, zlozony w banku na rok przy oprocentowaniu
rocznym w wysokosci r, wynosi po roku k(1 + 7).

Kapital w wysokosci k, zlozony w banku na n lat na procent skladany przy
oprocentowaniu rocznym w wysokosci r, po n latach wynosi k(1 + r)™.

Cwiczenie 1

Jaka kwota bedziemy dysponowali po
n latach, jezeli zlozymy w banku 5000 z}
na procent skladany przy oprocentowa-
niu rocznym r?

a)n=35,r=45% c)n=10,r=3%
b) n=8,r=55% d)n=10r=4%

Cwiczenie 1

a) 5000 - (1 + 0,045)® =~ 6230,91 [z}]
b) 5000 - (1 + 0,055)® ~ 7673,43 [z1]
¢) 5000 - (1 + 0,03)'° =~ 6719,58 [z1]
d) 5000 - (1 +0,04)"° =~ 7401,22 [z1]

Jezeli w kolejnych latach od-
setki dopisywane sa do kapi-
talu powigkszonego o wezesniej
nagromadzone odsetki, to mé-
wimy, ze kapital zostal zlozony
na procent skladany. J

Powtorzenie

1.

3.

a) 682 b) 153
c) —192 d) —242
e) 33 f) —11

. a) S¢ =—21, Sy =43

b) S¢ =0, S; =7
¢) S¢ =602, S; = 60

Niech n — liczba stoséw,,
a, — liczba kartek w n-tym
stosie, Sn — liczba wszyst--
kich kartek.

Sn=4-1% =4(2" -1),
an =4-2%1 =2+

a) 4(2" —1) =60

20 =16

n—4

aqg = 32

b) 4(2" — 1) = 1020

2™ — 256

n=2_8

ag = 512

c) 4(2" — 1) = 4092

2™ = 1024

n =10

a0 = 2048



Dopisywanie odsetek do kapitalu nazywa si¢ kapitalizacja odsetek lub
krétko kapitalizacja, a czas, po jakim ona nast¢puje, nazywa si¢ okresem
kapitalizacji. |

Przykiad 2

Rodzice Basi zlozyli w banku 5000 z! na trzy lata. W pierwszym roku oprocen-
towanie wynosilo 6%, w ostatnich dwéch latach 5%, a kapitalizacja odsetek
nastepowala co rok. Oblicz, jaka kwot¢ podejma z banku po trzech latach,
a jaka kwote podjeliby po tym czasie, gdyby od naliczanych odsetek pobie-
rano co roku podatek w wysokosci 20%.

Oszczednosei po trzech latach wyniosa: 5000 - 1,06 - (1,05)2 = 5843,25 [z1].
Gdyby odsetki pomniejszane byly o 20%, to w pierwszym roku wyniostyby:
0,06 - 0,8 = 0,048 = 4,8%

a w drugim i trzecim roku:
0,05-0,8 =0,04 = 4%

Zatem po trzech latach mieliby: 5000 - (1,048) - (1,04)? ~ 5667,58 [z1].

Uwaga. W Polsce podatek od odsetek wynosi 19%. W tym rozdziale, dla ulatwienia
obliczen, podatek ten pomijamy lub przyjmujemy, ze wynosi 20%. Zwr6¢ uwage na
to, ze podatek dotyczy tylko dopisywanych odsetek, a nie zgromadzonego kapitatu.

Cwiczenie 2

Kapital 5000 zl zlozono w banku na dziesi¢¢ lat na lokate o oprocentowaniu
wynoszacym 5% i rocznej kapitalizacji odsetek. Oblicz wielko§¢é dopisanych
odsetek. Jak zmienilaby si¢ wielkosé¢ kapitalu, gdyby od odsetek naliczany byl
podatek w wysokosci 20% w skali roku?

Cwiczenie 3

Kapital w wysokosci 800 zt zlozono w banku na pigé lat. Oblicz wielko$é ka-
pitalu po uplywie tego czasu, jesli kapitalizacja odsetek byla roczna, a opro-
centowanie:

a) w pierwszych dwdéch latach wynosito 8%, w ostatnich trzech — 4%,

b) w pierwszych trzech latach wynosilo 4%, w ostatnich dwoch — 8%,

¢) w pierwszych dwoch latach wynosito 7%, w kolejnych dwoch — 5%, w ostat-
nim roku — 2%.

Oblicz wielkoséé kapitalu koficowego, jezeli od odsetek naliczano podatek w wy-
sokosei 20% w skali roku.

Cwiczenie 3

a) 800 -1,08%.1,04? ~ 1049,63 [z1]

po opodatkowaniu: 800 - (1,064) - (1,032)* ~ 995,43 [z1]

b) 800 - 1,04% - 1,082 = 1049,63 [z1]

po opodatkowaniu: 800 - (1,032)? . (1,064)% =~ 995,43 [z1]

c) 800-1,07% - 1,05% - 1,02 ~ 1030 [z}]

po opodatkowaniu: 800 - (1,056)2 - (1,04)2 - 1,016 =~ 980,34 [z1]

Cwiczenie 2

5000 - (1 + 0,05)" ~

~~ 8144,47 [z1]

odsetki:

8144,47 — 5000 = 3144,47 [zl]
5000(1 + 0,05 - 0,8)° =~

~ 7401,22 [zl]

réznica kapitatu:

8144,47 — 7401,22 =

= 743,25 [zl]



Odsetki moga by¢ dopisywane czescie] niz co rok. Jezeli dopisywane sa co
kwartal, méwimy o kapitalizacji kwartalnej, jesli co miesiac — o kapitalizacji
miesigczne].

TWIERDZENIE

\

Kapital w wysokosci k, zlozony w banku na n lat przy oprocentowaniu
rocznym r i kapitalizacji m razy w roku, po n latach wynosi:

k- (1+%)m'n

Przykiad 3

W bankach A, B i C lokaty terminowe sa oprocentowane 6% w skali roku.
Odsetki sa kapitalizowane: co rok — w banku A, co kwartal — w banku B 1 co
miesiac — w banku C. Do kazdego z tych bankéw wplacono 1000 zi. W ktérym
banku odsetki od tej kwoty po roku beda najwigksze? O jaki procent wzrosnie
kapital w kazdym z tych bankéw po roku?

Kapital po roku wynosi:

w banku A: 1000 - (1 + 0,06) = 1060 [z1],

w banku B: 1000- (1 - %)4 = 1000-(1,015)* ~ 1000-1,06136 = 1061,36 [z1],
w banku C: 1000-(1 + 9%)12 = 1000-(1,005)'? ~ 1000-1,06168 = 1061,68 [z1].
Zatem odsetki dopisane w tych bankach to kolejno: 60 zi, 61.36 zt 1 61,68 zl.

Kapital wzroénie wiec o: 6% w banku A, % = 0,06136 ~ 6,14% w banku B

i S5 = 0,06168 ~ 6,17% w banku C.

Roczna stopg procentowa r taka, ze odsetki w wysokosci — kapitalizowane
sg m razy w roku, nazywa si¢ nominalng stopa procentowa. Rzeczywisty
przyrost kapitalu pokazuje efektywna stopa procentowa p, dla ktérej od-
setki kapitalizowane sa raz, na koniec roku. Miedzy tymi stopami zachodzi

nastepujaca zaleznosc¢: r\™



Cwiczenie 5
Pani Katarzyna zlozyla w banku kwote 10000 zl na lokate oprocentowana
4% rocznie. Oblicz, do jakiej kwoty wzrosnie jej kapital po pieciu latach, jesli
odsetki beda kapitalizowane co:

a) rok, b) pél roku, c¢)kwartal, d) miesiac.
Cwiczenie 6

Jurek zamierza kupi¢ mikroskop za 738 zl. Na ten
cel dostal od rodzicéow 400 zt. Pozostale pieniadze
maja pochodzi¢ z lokaty terminowej zalozonej dwa
lata temu. Czy Jurkowi wystarczy pieniedzy, jezeli
lokata wynosita 300 zl i byla oprocentowana 6%
w skali roku przy miesigczne] kapitalizacji odsetek?

Cwiczenie 7
Przeczytaj podany w ramce przyklad.

Przykiad

Rodzice zalozyli konto trzynastoletniej corce. Postanowili wplacac na nie
200 zl na poczatku kazdego roku przez pie¢ lat. Oprocentowanie roczne
w calym tym okresie wynosi 5%, a kapitalizacja naste¢puje co rok. Jakim
kapitalem bedzie dysponowala corka w wieku 18 lat?

Pierwsza wplata w wysokosci 200 zt bedzie kapitalizowana piec¢ razy, druga
— wplacona rok pézniej — cztery razy i kazda kolejna wplata bedzie kapita-
lizowana o jeden raz mniej. Zatem kapital po pieciu latach bedzie wynosit:
200 - 1,05% + 200 - 1,05 + 200 - 1,05% + 200 - 1,052 +200- 1,05 =
=200(1,05 + 1,05 + 1,05* + 1,05* + 1,05%) =
1-(1,05)5
1-1,05

korzystamy ze wzoru na
sume ciggu geometrycznego

=200-1,05- ~ 1160,38 [z1]

L.

Jakim kapitalem dysponowalaby coérka z powyzszego przykladu, gdyby okres
oszczedzania byl dluzszy o pieé lat?

Cwiczenie 8

Jakim kapitalem bedzie dysponowal osiemnastolatek, jezeli rodzice, poczaw-
szy od dnia jego urodzenia, wplacali mu do banku kazdego roku 300 z1? Stopa
procentowa wynosila 6% w skali roku, a odsetki byly kapitalizowane co mie-

sigc.
Cwiczenie 8
45 = 0,005

300 - (1,005)'12 4+ 300 - (1,005)' ™2 + ... + 300 - (1,005)'2 =
=300 - [1,005'2 + (1,005'2)2 + (1,005'2)% + ... 4 (1,005'2)8] =

=300 1,005'% . 15000507 < 10001,43 [z

Cwiczenie 5
a) 10000 - (1 4 0,04)° =
~ 12166,53 [z1]
b) 10000 - (1 + 224)" ~
~ 12189,94 [z1]

0,04
c) 10000 - (1 + 23
~ 12201,90 [z1]
d) 10000 - (1 + %%)* ~
~ 12209,97 [z1]

20

A

Cwiczenie 6
Jurek potrzebuje:

738 — 400 = 338 [z1].

Z lokaty otrzyma:

300-(1 + %%6)™ ~ 338,15 [z].
Jurkowi wystarczy pieniedzy.
Cwiczenie 7

1-(1,05)10
200-1,05 - 105

~ 2641,36 [z1]



Odpowiedzi do zadan

1.

a) 2205 zi
b) 255256 =zt
c) 268783 zt

. a) 754,76 zl

b) 754,76 zi

r=75%

. po 5 latach okoto 1000 zt,

po 3 latach okoto 1082 zi

. a) 3582,16 zi

b) 3586,85 zi
c) 3500,04 zi
d) 3591,60 zi

. 13310 = 10000(1 + 0,1)"

1,1" =1,331
n = 3 lata

. T757 = k(1 +0,05)?

k = 5000 zt
5000 - (1 + 0,05)'® ~
~ 12033 [21]

. 25000 =zt

ZADANIA
1.

Jaka kwota bedziemy dysponowali po n latach, jezeli zlozymy w banku na
procent skladany 2000 z} przy oprocentowaniu rocznym r?

a)n=2r=5% b) n=5r=5% c) n=10,r=3%

Kapital w wysokosci 600 zl zostal zlozony w banku na pie¢ lat. Oblicz
wielkos$é kapitalu po uplywie tego okresu, jezeli kapitalizacja byla roczna,
a oprocentowanie wynosi w pierwszym roku:

a) 6%, w drugim roku — 5,5%, a w trzech ostatnich latach — 4%,

b) 5,5%, w trzech kolejnych latach — 4%, a w ostatnim roku — 6%.

Oprocentowanie lokat w banku A wynosilo w kolejnych czterech latach:
9%, 8%, 7% 1 6%. Stopa procentowa w banku B byla w tym czasie stala
1 wynosila r. Oblicz r, jeSli wplacenie kapitalu na cztery lata bylo w obu
bankach réwnie oplacalne i1 oba banki kapitalizowaly odsetki rocznie.

Jaka kwot¢ nalezy ulokowaé na koncie, aby po pigciu latach uzyskac
1217 zl, jezeli roczna stopa procentowa wynosi 4%, a odsetki kapitali-
zowane sg co rok? Jaka kwote nalezaloby zlozy¢, aby uzyska¢ ten sam
kapital koncowy po trzech latach?

Do banku wplacono 3000 zl na trzy lata przy rocznej stopie procento-
wej 6%. lle bedzie wynosil kapital po uplywie tego okresu, jesli odsetki sa
kapitalizowane:

a) co pél roku, b) co kwartal, ¢) co miesiac,  d) codziennie?

Firma X zaciggnela w banku kredyt w wysokosci 10000 zi. Co roku bank
nalicza odsetki w wysokosci 10%. Kredyt wraz z odsetkami ma by¢ spla-
cony jednorazowo po n latach. Na ile lat zostal zaciagniety kredyt, jezeli
firma X bedzie musiala splacié 13310 z1?

Dziadkowie w dniu narodzin wnuka zdeponowali dla niego w banku kwote
k zl na osiemnascie lat, oprocentowang 5% w skali roku z rocznag kapita-
lizacja odsetek. Obecnie wnuczek ma dziewigé lat 1 kwota ta wzrosta do
7757 z1. Ile wynosil kapital poczatkowy k? Jaka kwota bedzie dysponowal
wnuczek w osiemnaste urodziny?

Rodzice Kuby zamierzaja kupi¢ samochéd, ktory kosztuje 40000 z1. Zakup
finansuja ze srodkéw wlasnych 1 zaciagnigtego na ten cel kredytu. Kredyt
wraz z odsetkami, ktére wyniosa 1200 zl, ma by¢ splacony po roku. Ile
srodkéw wlasnych mieli rodzice, jezeli oprocentowanie kredytu wynosilo
8% w skali roku?



